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ÎÁÙÀß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ �ÀÁÎÒÛÀêòóàëüíîñòü òåìûÇàäà÷è ñòàáèëèçàöèè çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî ñðåäè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äâèæå-íèåì. Â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ�èçè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè ýâî-ëþöèîííûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîãóò èìåòü íåóñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ. Â ýòîìñëó÷àå âíåñåíèå ñêîëü óãîäíî ìàëûõ âîçìóùåíèé â íà÷àëüíûå äàííûå ìîæåòïðèâåñòè ê êîíå÷íîìó âîçìóùåíèþ ðåøåíèÿ. Öåëü ñòàáèëèçàöèè � ñîçäàíèåñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïîäàâëÿòü òàêèå âîçìóùåíèÿ.Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ê çàäàííîìó ðåøåíèþ ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåí-íûõ îáû÷íî ñâîäèòñÿ çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè ê íóëþ. Çàäà÷ó àñèìïòîòè÷åñêîéñòàáèëèçàöèè ê íóëþ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íåîáõî-äèìî âíåñòè â ñèñòåìó òàêèå èçìåíåíèÿ â ïðåäåëàõ çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé,÷òîáû íîðìà ðàññìàòðèâàåìîãî ðåøåíèÿ ñòðåìèëàñü ê íóëþ ïðè t → ∞.Ìåòîäû ñòàáèëèçàöèè ïî ñïîñîáó âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó ðàçäåëÿþò íàñòàáèëèçàöèþ ïî íà÷àëüíûì äàííûì (èçìåíåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé), ñòàáè-ëèçàöèþ ïî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèèïî íà÷àëüíûì äàííûì íà ðàñøèðåííîé îáëàñòè), ñòàáèëèçàöèþ ïî ïðàâîé÷àñòè (âíåñåíèå ïîïðàâêè â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé â òå÷åíèå íåêîòîðîãîèíòåðâàëà âðåìåíè). Òåîðèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ê íåóñòîé÷èâûìðåøåíèÿì ðàçëè÷íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîñðåäñòâîì óïðàâëå-íèÿ ñ ãðàíèöû îáëàñòè àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ â ðàáîòàõ À.Â. Ôóðñèêîâà. Ïåð-âûå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû Å.Â. ×èæîíêîâûì. Çàäà÷à àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëè-çàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè äëÿ íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì ðàññìîòðåíà âðàáîòå À.À. Êîðíåâà.�åøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè ìîæíî ñâåñòè ê ïðîåöèðîâàíèþ íàóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèåW−, ñîñòîÿùåå èç ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ, ñòðå-ìÿùèõñÿ ê íóëþ. Â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ìíîæåñòâîW− ìîæåòáûòü çàäàíî â âèäå ãðà�èêà íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñ-ëåííîå ïîñòðîåíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ � îñíîâà ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè.3



Ñâîéñòâà óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé è ðàçëè÷íûå ìåòîäû èõ ïîñòðîåíèÿ ðàñ-ñìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Ä.Â. Àíîñîâà, ß.Á. Ïåñèíà, Î.À. Ëàäûæåíñêîé, Â.È.Þäîâè÷à, À.À. Êîðíåâà.Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ïåðâîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííàÿðåàëèçàöèÿ ìåòîäà �óíêöèîíàëüíî-àíàëèòè÷åñêèõ ðÿäîâ ïðîåöèðîâàíèÿ íàóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-èçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà è îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé ñåäëîâîãî òèïà. Ñóòü ìåòîäà ðÿäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè îòîá-ðàæåíèÿ, çàäàþùåãî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå, â âèäå ðÿäà. Äî íàñòîÿùåãîìîìåíòà ýòîò ìåòîä íå ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Ñóùåñòâåí-íîå îòëè÷èå äàííîãî ïîäõîäà îò äðóãèõ çàêëþ÷àåòñÿ òîì, ÷òî ìåòîä ðÿäîâïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èñêîìîå îòîáðàæåíèå â öåëîì, à íå îáðàçû îòäåëüíûõòî÷åê.Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêààëãîðèòìîâ ñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíî-âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà ïðè ðåøå-íèè çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè ëèáî ó÷èòûâàëàñü òîëüêî ëèíåéíàÿ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé, ëèáî ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷èïðåäëàãàëîñü â òåðìèíàõ åå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè. Àëãîðèòìûðåøåíèÿ èñõîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è, ó÷èòûâàþùèå íåëèíåéíîñòü,ìîãóò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ñòàáèëèçàöèè.Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìû, ðåøåíèþ êîòîðûõ ïî-ñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà, ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè è òðóäíûìè çàäà÷àìè ñîâðå-ìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.Öåëè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòûÏåðâîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè ìåòî-äà �óíêöèîíàëüíî-àíàëèòè÷åñêèõ ðÿäîâ ïðîåöèðîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîå ìíî-ãîîáðàçèå äëÿ ðàñ÷åòîâ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè ïî íà-÷àëüíûì äàííûì äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãîòèïà è ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñåäëîâîãî òèïà.4



Âòîðîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷èñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Íàó÷íàÿ íîâèçíàÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.1. Âïåðâûå ìåòîä �óíêöèîíàëüíî-àíàëèòè÷åñêèõ ðÿäîâ ïðîåöèðîâàíèÿíà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ïðèìåíåí äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ äëÿ êâà-çèëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.2. �àçðàáîòàíû, ðåàëèçîâàíû è óñïåøíî ïðèìåíåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿçàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ó÷èòûâàþùèå èõ íåëèíåéíîñòü. Âïåðâûå äîêàçàíî ñó-ùåñòâîâàíèå èñêîìîãî âåêòîðà óïðàâëåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîé äè��åðåíöèàëü-íîé çàäà÷è è îáîñíîâàíà ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ.Äîñòîâåðíîñòü, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû�àáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-òàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðîãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè ñ�îðìóëèðîâàííûõ óòâåð-æäåíèé è ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè. Òåîðåòè÷åñêàÿ öåí-íîñòü äèññåðòàöèè ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå íîâîãî ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ ðåøå-íèÿ çàäà÷ àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè. Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû çà-êëþ÷àåòñÿ â îáøèðíîì íàáîðå �îðìóë è àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ êîí�åðåí-öèÿõ è ñåìèíàðàõ: ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ "Ìàòåìàòè÷åñêàÿãèäðîäèíàìèêà" (Ìîñêâà, èþíü 2006ã.); åæåãîäíûå íàó÷íûå êîí�åðåíöèè"Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ" (Ìîñêâà, àïðåëü 2007ã., àïðåëü 2008ã.); íàó÷íî-èñ-ñëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êà�åäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ì�Ó èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì5



ïðî�. �.Ì. Êîáåëüêîâà; íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êà�åäðû âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ìåòîäîâ �àêóëüòåòà ÂÌèÊ Ì�Ó èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêî-âîäñòâîì ïðî�. À.Â. �óëèíà (Ìîñêâà, îêòÿáðü 2008ã.); íàó÷íî-èññëåäîâàòåëü-ñêèé ñåìèíàð "Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèå" êà�åäðû íåëèíåéíûõäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ �àêóëüòåòà ÂÌèÊ Ì�Ó èì.Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. Ñ.Â. Åìåëüÿíîâà è àêàä. Ñ.Ê. Êîðî-âèíà (Ìîñêâà, íîÿáðü 2008ã.); íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ÈÂÌ �ÀÍ"Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà, óïðàâëåíèå" ïîä ðó-êîâîäñòâîì ïðî�. �.Ì. Êîáåëüêîâà, ïðî�. Â.È. Ëåáåäåâà, ïðî�. À.Â. Ôóðñè-êîâà (Ìîñêâà, îêòÿáðü 2006ã., íîÿáðü 2008ã.).ÏóáëèêàöèèÏî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 5 ðàáîò: 4 ðàáîòû � [1℄, [2℄, [3℄, [4℄ �â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, èç íèõ [2℄ è [4℄ � â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàí-íûõ ÂÀÊ äëÿ ïóáëèêàöèè ðåçóëüòàòîâ êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé; [5℄ � âìàòåðèàëàõ êîí�åðåíöèé.Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. �àáîò, íàïèñàí-íûõ â ñîàâòîðñòâå, íåò.Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèèÄèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòó-ðû èç 48 íàèìåíîâàíèé è îäíîãî ïðèëîæåíèÿ. Îíà èçëîæåíà íà 98 ñòðàíèöàõ,ñîäåðæèò 13 òàáëèö è 3 ðèñóíêà.
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ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ �ÀÁÎÒÛÂî ââåäåíèè îòðàæàåòñÿ ìåñòî äèññåðòàöèè ñðåäè äðóãèõ èññëåäîâàíèé âýòîé îáëàñòè è äàåòñÿ îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.Â ãëàâå 1 ìåòîä ðÿäîâ ïðîåöèðîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ïðè-ìåíÿåòñÿ ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé Ëîðåíöà.Â ðàçäåëå 1.1 �îðìóëèðóåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðîåöèðîâàíèÿ äàííî-ãî âåêòîðà z ∈ R
3 íà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W− ñèñòåìû îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé






















u̇1 = µ1u1 −
u2 + u1

k2 + k1
u3,

u̇2 = −µ2u2 +
u2 + u1

k2 + k1
u3,

u̇3 = −µ3u3 + (u2 + u1)(−k2u2 + k1u1),ãäå µi > 0, ïðè i = 1, 2, 3, çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ µi, kj �èêñèðîâàíû.Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå èìååò âèä
W− = {(f(u2, u3), u2, u3)} .Îòîáðàæåíèå f(u2, u3) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ñ íåèçâåñòíûìè êîý��èöè-åíòàìè

f(u2, u3) =
∞

∑

k=2

k
∑

i=0

ak,iu
i
2u

k−i
3 .Â ðàçäåëå 1.2 âûâîäÿòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âû-÷èñëÿòü êîý��èöèåíòû ak,i ðàçëîæåíèÿ èñêîìîãî îòîáðàæåíèÿ f(u2, u3) âðÿä ïîñëåäîâàòåëüíî ïî k.Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå ñóùåñòâåííî ñíèçèòü îáú-åì íåîáõîäèìûõ âû÷èñëåíèé.Óòâåðæäåíèå. Åñëè s ÷åòíîå (0 6 s 6 k), òî ak,s = 0 ïðè ëþáîì k > 2.Äàëåå ïðèâåäåíû �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ íåíóëåâûõ êîý�-�èöèåíòîâ (ðàçäåë 1.3), ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ (ðàçäåë 1.4)è êðàòêèå âûâîäû (ðàçäåë 1.5): îòìå÷åíû îñíîâíûå äîñòîèíñòâà è íåäîñòàò-êè ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà. 7



Èäåÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òåðìèíàõ ïðîåöèðîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîå ìíî-ãîîáðàçèå ïðèíàäëåæèò À.Â. Ôóðñèêîâó. Èì îáîñíîâàíà àíàëèòè÷íîñòü îòîá-ðàæåíèÿ, çàäàþùåãî ýòî ìíîãîîáðàçèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àíàëèòè÷íîñòèâûâåäåíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîý��èöèåíòû ðàçëî-æåíèÿ îòîáðàæåíèÿ â ðÿä è ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü èõ ïî ïîðÿäêó: îò ìëàä-øèõ ê ñòàðøèì.Â ãëàâå 2 èññëåäóåòñÿ ïðèìåíèìîñòü ïðåäëîæåííûõ �îðìóëäëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ.Â ðàçäåëå 2.1 �îðìóëèðóåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèèäàííîé �óíêöèè zo(x) íà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W− ñëåäóþùåãî êâàçèëè-íåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
∂tz(t, x) = ∂xxz(t, x) + αz(t, x) + βz2(t, x),

z(t, 0) = z(t, π) = 0, z(0, x) = zo(x),ãäå x ∈ [0, π], t ∈ [0, +∞), α > 0, β ∈ R.Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå èìååò âèä
W− = {z− + F (z−)| z− ∈ H−, F (z−) ∈ H+},ãäå H− � áåñêîíå÷íîìåðíîå óñòîé÷èâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû, H+ �êîíå÷íîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå F áóäåì èñêàòüâ âèäå ðÿäà ñ íåèçâåñòíûìè êîý��èöèåíòàìè

F (z−) =

N
∑

j=1

F j(z−)ej,

F j(z−) =

∞
∑

k=2

∞
∑

η1=N+1

. . .

∞
∑

ηk=N+1

F
j
k (η1, . . . , ηk)z

η1 . . . zηk ,ãäå ek(x) =
√

2
π

sin kx.Âûâîä âû÷èñëèòåëüíûõ �îðìóë äëÿ êîý��èöèåíòîâ F
j
k (η1, . . . , ηk) îïè-ñûâàåòñÿ â ðàçäåëå 2.2. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ïî ïðåäëîæåííûì�îðìóëàì, òðåáóåòñÿ èõ àäàïòàöèÿ (ðàçäåë 2.3). Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå, ïîçâîëÿþùåå ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé.8



Óòâåðæäåíèå. Åñëè ñóììà (

j + k +
k

∑

i=1

ηi

) ÷åòíà, òîãäà F
j
k (η1, . . . , ηk) = 0(j 6 N , k > 2).�àçäåë 2.4 ïîñâÿùåí ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññàïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðèïîìîùè ìåòîäà ðÿäîâ. Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ(ðàçäåë 2.5) è êðàòêèå âûâîäû (ðàçäåë 2.6): îòìå÷åíû îñíîâíûå äîñòî-èíñòâà è íåäîñòàòêè ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà.Â ãëàâå 3 èññëåäóåòñÿ êâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå óñòîé÷èâîãî ìíîãî-îáðàçèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå �îðìóëû äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ïàðà-áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ àíàëèòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ âèäà f(z), ñèñòåìûîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ëîðåíöà. Âûâîäÿòñÿ �îðìó-ëû äëÿ äèñêðåòíîé ïîëóäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, çàäàííîé â îáùåì âèäå: û =

Lu + R(u).Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, â òîì ÷èñëå ïðèìåð ïîâûøå-íèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íàèáîëåå ý��åêòèâíîãî ìåòîäà ñæèìàþùèõ îòîá-ðàæåíèé ïðîåöèðîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ïðè èñïîëüçîâàíèè âêà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ êâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ óñòîé÷èâîãîìíîãîîáðàçèÿ âìåñòî ëèíåéíîãî.Â ãëàâå 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè äëÿñèñòåìû íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè îò-ñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà ïîäïðîñòðàíñòâî äîïóñòèìûõ ñìåùåíèé.Â ðàçäåëå 4.1 �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Çàäàíà ñèñòåìà îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
u̇ = A−u + h(u, v),

v̇ = A+v + g(u, v),ãäå u ∈ U = R
l, v ∈ V = R

m, l + m = n, spec A− ëåæèò ñëåâà îò ìíèìîé îñè,
spec A+ � ñïðàâà îò ìíèìîé îñè, �óíêöèè g è h íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðó-åìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è ðàâíû íóëþ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìèïðîèçâîäíûìè â íóëå. Çàäàíû uo ∈ U , vo, v1 ∈ V è T ∈ R. Òðåáóåòñÿ íàéòèòàêîé íå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè âåêòîð óïðàâëåíèÿ f+ = f+(uo, vo, v1, T ) ∈ V ,9



÷òîáû äëÿ ñèñòåìû
u̇ = A−u + h(u, v), u(0) = uo,

v̇ = A+v + g(u, v) + f+, v(0) = vo

(1)â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè T âûïîëíÿëîñü óñëîâèå
v(T ) = v1. (2)Â ðàçäåëå 4.2 ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà ïîïðàâêè ïðàâîé ÷àñòè ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìûòðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Çàòåì ðåøå-íèå ëèíåéíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿñëåäóþùåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ïóñòü èçâåñòíî íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèåèñêîìîãî óïðàâëåíèÿ fN+, N > 0.1. Íàéäåì ðåøåíèå uN(t), vN(t) êðàåâîé çàäà÷è

u̇ = A−u + h(u, v), u(0) = uo,

v̇ = A+v + g(u, v) + fN+, v(T ) = v1

(3)2. Çíà÷åíèå f (N+1)+ îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ
vo = vN(0) +

T
∫

0

e−A+sfN+ds −

T
∫

0

e−A+sf (N+1)+ds.Â ðàçäåëå 4.3 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü spec A− ëåæèò ñëåâà îò ìíèìîé îñè, spec A+ � ñïðà-âà îò ìíèìîé îñè, �óíêöèè g è h íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè íóëÿ è ðàâíû íóëþ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìèâ íóëå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî ïðè ïðîèçâîëü-íûõ uo ∈ U , vo, v1 ∈ V : ‖uo‖ 6 ε, ‖v1‖ 6 ‖vo‖ 6 ε, ñóùåñòâóåò âåêòîð
f+ = f+(uo, vo, v1, T ) ∈ V , îáåñïå÷èâàþùèé âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2) äëÿñèñòåìû óðàâíåíèé (1).Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îáîñíîâûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãîâû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà. 10



Â ãëàâå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè äëÿñèñòåìû íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè íà-ëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà ïîäïðîñòðàíñòâî äîïóñòèìûõ ñìåùåíèé.Â ðàçäåëå 5.1 �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Çàäàíà ñèñòåìà îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
u̇ = A−u + h(u, v),

v̇ = A+v + g(u, v),ãäå u ∈ U = R
l, v ∈ V = R

m, l + m = n, spec A− ëåæèò ñëåâà îò ìíèìîéîñè, spec A+ � ñïðàâà îò ìíèìîé îñè, �óíêöèè g è h íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è ðàâíû íóëþ âìåñòå ñî ñâîèìèïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè â íóëå. Çàäàíû uo ∈ U , vo, v1 ∈ V , T ∈ R è òàêîåïîäïðîñòðàíñòâî F ⊆ R
n, ÷òî PV F = V , ãäå PV � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîðíà V . Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé íå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè âåêòîð óïðàâëåíèÿ

(f−, f+) = f(uo, vo, v1, T ) ∈ F , f− ∈ U , f+ ∈ V , ÷òîáû äëÿ ñèñòåìû
u̇ = A−u + h(u, v) + f−, u(0) = uo,

v̇ = A+v + g(u, v) + f+, v(0) = vo

(4)â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè T âûïîëíÿëîñü óñëîâèå
v(T ) = v1. (5)Â ðàçäåëå 5.2 ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.Åñëè èçâåñòåí âåêòîð f+, òî ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð f− îïðåäåëÿåòñÿñòðóêòóðîé ïîäïðîñòðàíñòâà F .Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà ïîïðàâêè ïðàâîé ÷àñòè ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòå-ìû òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Çàòåìðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿäëÿ ñëåäóþùåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ïóñòü èçâåñòíî íåêîòîðîå ïðèáëè-æåíèå èñêîìîãî óïðàâëåíèÿ fN , N > 0.1. Íàéäåì ðåøåíèå uN(t), vN(t) êðàåâîé çàäà÷è

u̇ = A−u + h(u, v) + fN−, u(0) = uo,

v̇ = A+v + g(u, v) + fN+, v(T ) = v111



2. Çíà÷åíèå f (N+1)+ îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ
vo = vN(0) +

T
∫

0

e−A+sfN+ds −

T
∫

0

e−A+sf (N+1)+ds.3. Äëÿ íàéäåííîãî âåêòîðà f (N+1)+ ∈ V ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð
f (N+1)− ∈ U .Â ðàçäåëå 5.3 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü spec A− ëåæèò ñëåâà îò ìíèìîé îñè, spec A+ � ñïðà-âà îò ìíèìîé îñè, �óíêöèè g è h íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè íóëÿ è ðàâíû íóëþ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìèâ íóëå, è çàäàíî òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî F ⊆ R

n, ÷òî PV F = V . Òîãäà äëÿëþáîãî T > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ uo ∈ U , vo, v1 ∈

V : ‖uo‖ 6 ε, ‖v1‖ 6 ‖vo‖ 6 ε, ñóùåñòâóåò âåêòîð f = f(uo, vo, v1, T ) ∈ F ,îáåñïå÷èâàþùèé âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (5) äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4).Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îáîñíîâûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãîâû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà.Â ãëàâå 6 ïðèâåäåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåí-íûõ â ãëàâàõ 4 è 5, äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ.Äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
wt(t, x) = wxx(t, x) + αw(t, x) + βw3(t, x),

w(0, x) = wo(x), w(t, 0) = w(t, π) = 0,ãäå x ∈ [0, π], t > 0, α > 0, çàïèøåì n-å ïðèáëèæåíèå ïî ìåòîäó �àëåðêè-íà. Ïîëó÷èì ñèñòåìó èç n îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êêîòîðîé ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû.Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ áóäåì ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà êîíêðåòíîé çàäà÷è,÷òî ñóùåñòâåííî óñêîðèò âû÷èñëåíèÿ.�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî àëãîðèòìû, ïðåä-ëîæåííûå â ãëàâàõ 4 è 5, ïîçâîëÿþò ðåøàòü çàäà÷è àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáè-ëèçàöèè ê íåóñòîé÷èâûì ðåøåíèÿì ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.12



Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ èòîãè ðàáîòû, îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå äîñòî-èíñòâà è íåäîñòàòêè ðàçðàáîòàííûõ è èññëåäîâàííûõ ìåòîäîâ.Äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ðÿäîâ äëÿ ÷èñëåí-íîãî ïðîåöèðîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå.� Ìåòîä ðÿäîâ, â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìåòîäîâ, �îðìàëüíî ïîçâîëÿåò ïîëó-÷àòü ñêîëü óãîäíî òî÷íûå ïðèáëèæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ, çàäàþùåãî óñòîé-÷èâîå ìíîãîîáðàçèå, â öåëîì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, à íå îáðàçûîòäåëüíûõ òî÷åê. Ýòî âàæíî ïðè íåîáõîäèìîñòè ìíîãî÷èñëåííîãî ïðî-åöèðîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå.� Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìåòîä ðÿäîâ êàê èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî ñëåäóåòîòìåòèòü åãî áûñòðóþ ñõîäèìîñòü: óæå ïåðâûå ïðèáëèæåíèÿ ïîçâîëÿþòïîëó÷èòü õîðîøóþ òî÷íîñòü. Îäíàêî ñ ïîâûøåíèåì òî÷íîñòè âû÷èñëè-òåëüíûå çàòðàòû âîçðàñòàþò ýêñïîíåíöèàëüíî.� Ìåòîäû ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé èñïîëüçóþò íåêîòîðóþ êîíå÷íî-ðàç-íîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ èñõîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è, òîãäà êàêâû÷èñëèòåëüíûå �îðìóëû ìåòîäà ðÿäîâ âûâåäåíû èìåííî äëÿ äè��å-ðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Îäíàêî íà ïðàêòèêå íàì ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòü-ñÿ ëèøü êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ ðÿäà.� Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿâìåñòî ëèíåéíîãî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èòåðàöèîí-íûõ ìåòîäîâ ñòàáèëèçàöèè ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò ñêîðîñòü èõ ñõîäèìî-ñòè.� Â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìåòîäîâ, ìåòîä ðÿäîâ æåñòêî îðèåíòèðîâàí íà êîí-êðåòíóþ çàäà÷ó. Ïðè èçìåíåíèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íåóñòîé-÷èâûå ðåøåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî ñòàáèëèçèðîâàòü, òðåáóåòñÿ âûâî-äèòü íîâûå âû÷èñëèòåëüíûå �îðìóëû. Îäíàêî ñòîèò, íàïðèìåð, îòìå-òèòü, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ
∂tz = ∂xxz + αz + g(z),13



ãäå g(z) = β2z
2+β3z

3+. . ., êâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå óñòîé÷èâîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòè÷íûì ïðèáëèæåíèåì óñòîé÷èâîãî ìíîãî-îáðàçèÿ óðàâíåíèÿ
∂tz = ∂xxz + αz + β2z

2,äëÿ êîòîðîãî âû÷èñëèòåëüíûå �îðìóëû óæå âûâåäåíû.Ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà-÷è ñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîñëóæèë äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ñó-ùåñòâîâàíèÿ èñêîìîãî âåêòîðà óïðàâëåíèÿ.Ïðèâåäåì åãî îñíîâíûå äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè.� Â îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé÷àñòè, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü âëèÿíèå íåëèíåé-íîñòè. Îäíàêî èç-çà ýòîãî ìåòîä îáëàäàåò á�îëüøåé òðóäîåìêîñòüþ.� Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì óñòîé÷èâ ê âû÷èñëèòåëüíûì ïî-ãðåøíîñòÿì, ïîñêîëüêó èíòåãðèðîâàíèå íà óñòîé÷èâîì ïîäïðîñòðàíñòâåâåäåòñÿ ïî âîçðàñòàþùåìó âðåìåíè, íà íåóñòîé÷èâîì ïîäïðîñòðàíñòâå� ïî óáûâàþùåìó. Îäíàêî èìåííî ýòî ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò íåîáõîäè-ìûå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû.� Àëãîðèòì ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Âîçìîæ-íî åãî èñïîëüçîâàíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòèäëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.� Ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíà ïðè íà-ëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà ïîäïðîñòðàíñòâî äîïóñòèìûõ ñìåùåíèé.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ �ÀÁÎÒÛ1. Ìåòîä ðÿäîâ ïðîåöèðîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå àäàïòèðîâàíäëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè. Ïðîâåäå-íû ðàñ÷åòû äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ñèñòåìûîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ëîðåíöà.2. �àçðàáîòàíû, ðåàëèçîâàíû è óñïåøíî ïðèìåíåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿçàäà÷ ñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü íåëèíåé-íîñòü çàäà÷è è îãðàíè÷åíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî äîïóñòèìûõ ñìåùåíèé.3. Îáîñíîâàíà ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ è äîêàçàíû òåîðåìûñóùåñòâîâàíèÿ èñêîìûõ âåêòîðîâ óïðàâëåíèÿ.Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè[1℄ Êàëèíèíà À.Á. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà �óíêöèîíàëüíî-àíàëèòè-÷åñêèõ ðÿäîâ ïðîåöèðîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå // Âû÷èñëè-òåëüíûå ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå. 2006. Ò. 7. �1. Ñ. 65�72.[2℄ Êàëèíèíà À.Á. Ìåòîä ñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè äëÿ ñèñòåìû îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé // Âåñòí. Ìîñê. Óíè-òà. Ñåð. 1.Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 2008. �4. Ñ. 57�59.[3℄ Êàëèíèíà À.Á. Îá îäíîì ìåòîäå ñòàáèëèçàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè // Âû-÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå. 2008. Ò. 9. �2. Ñ. 200�206.[4℄ Êàëèíèíà À.Á. ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ àñèìï-òîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2009. Ò. 45.�2. Ñ. 284�285.[5℄ Kalinina A.B. Numeri
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