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�àáîòà âûïîëíåíà â Èíñòèòóòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè �ÀÍÍàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: Äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,Þ.Â. ÂàñèëåâñêèéÎ�èöèàëüíûå îïïîíåíòû: Äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóêÂ.È. ÀãîøêîâÊàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê,À.Â. �àñòîðãóåâÂåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Èíñòèòóò ìàòåìàòè÷åñêîãîìîäåëèðîâàíèÿ �ÀÍ
Çàùèòà ñîñòîèòñÿ 9 íîÿáðÿ 2007 ãîäà â 15 ÷àñîâ íà çàñåäàíèè äèññåð-òàöèîííîãî ñîâåòà Ä 002.045.01 â Èíñòèòóòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè�ÀÍ ïî àäðåñó: 119333, Ìîñêâà, óë. �óáêèíà, ä.8, àóä.727.Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå Èíñòèòóòà âû÷èñ-ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè �ÀÍ.Àâòîðå�åðàò ðàçîñëàí îêòÿáðÿ 2007 ãîäà.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðüäèññåðòàöèîííîãî ñîâåòàäîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê �.À. Áî÷àðîâ



ÎÁÙÀß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ �ÀÁÎÒÛÀêòóàëüíîñòü òåìû. Íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè çàäà÷è ïåðåíîñàïðèìåñåé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ âîçíèêàåò ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðî-âàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÿäåðíûõ èëè õèìè÷åñêèõ çàãðÿçíåíèé â ãåîëî-ãè÷åñêèõ ïëàñòàõ. Èñòî÷íèêàìè òàêèõ çàãðÿçíåíèé ñëóæàò ïîäçåìíûåõðàíèëèùà ðàäèîàêòèâíûõ îòõîäîâ, ñîîðóæàåìûå â ðÿäå ñòðàí ñ ðàç-âèòîé ÿäåðíîé ýíåðãåòèêîé. Èíòåðåñ ê ýòèì çàäà÷àì è èõ àêòóàëüíîñòüîáóñëîâëåíû íåîáõîäèìîñòüþ ïðîãíîçà ìèãðàöèè çàãðÿçíåíèé ñ öåëüþîáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè æèçíåäåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà.Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîéðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì è ñîçäàíèå ïðîãðàìì-íîãî êîìïëåêñà äëÿ òðåõìåðíîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ ïåðå-íîñà ïðèìåñåé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ ñ ðåàëüíûìè ïàðàìåòðàìè.Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíî íîâîå ñåìåéñòâî ìåòîäîâêîíå÷íûõ îáúåìîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äè��óçèîííûõ çàäà÷ ñ ïîë-íûì íåîäíîðîäíûì òåíçîðîì äè��óçèè íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ òåòðà-ýäðàëüíûõ ñåòêàõ, äîêàçàíà òåîðåìà îá èõ ìîíîòîííîñòè. Ñîçäàíà òåõ-íîëîãèÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ êîíâåêöèè-äè��óçèè íà äèíà-ìè÷åñêè ïåðåñòðàèâàåìûõ ñåòêàõ. Ïðîâåäåíû ñëåäóþùèå èññëåäîâàíèÿ:ñðàâíåíèå ñõåì ðàñùåïëåíèÿ äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äè��óçèè ñ òðàäèöèîííûìè ñõåìàìè; òåñòèðîâàíèå íîâîãî ïåðåîáóñëàâ-ëèâàòåëÿ äëÿ äè��óçèîííûõ çàäà÷ è åãî ñðàâíåíèå ñ ñóùåñòâóþùèìè.�åøåíà ïðèêëàäíàÿ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à ñ ðåàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè.Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòà-öèîííîé ðàáîòû îáîñíîâàíà èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâè ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ âûâîäîâ, ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ.Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû. Â èññëåäîâàíèè ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèåìåòîäû. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷îñíîâûâàåòñÿ íà çàêîíàõ Äàðñè è ñîõðàíåíèÿ ìàññû. �àçðàáîòêà íîâîãîñåìåéñòâà òðåõìåðíûõ ìåòîäîâ êîíå÷íûõ îáúåìîâ ñòðîèòñÿ íà èäåå äâó-ìåðíîãî ìîíîòîííîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ Ê.Ëå Ïîòüå. Äëÿ äèñêðå-òèçàöèè çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîä êîíå÷íûõîáúåìîâ, ìåòîä ñìåøàííûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (â ãèáðèäíîé ïîñòàíîâ-êå), ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ îïåðàòîðà.�åøåíèå âîçíèêàþùèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèîí-íûìè ìåòîäàìè íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà. Äëÿ ïåðåîáóñëàâëèâàíèÿ3



ñèñòåì ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîä íåïîëíîé �àêòîðèçàöèè ILU2 È.Å.Êàïîðèíàè ïàðàëëåëüíûé ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè Þ.Â.Âàñèëåâñêîãî. Âûâîäè àíàëèç íîâîãî ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ äëÿ äè��óçèîííûõ çàäà÷ îñíîâàííà òåîðèè äâóõóðîâíåâûõ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëåé Þ.À.Êóçíåöîâà.Ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä èíåðöè-àëüíîé áèñåêöèè äëÿ ðàçäåëåíèÿ ñåòêè ìåæäó ïðîöåññîðàìè è MPI-áèáëèîòåêà äëÿ îðãàíèçàöèè ìåæïðîöåññîðíûõ îáìåíîâ.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Òåîðåòè÷åñêàÿ öåí-íîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå íîâîãî ñåìåéñòâà ìåòîäîâ êîíå÷íûõîáúåìîâ äëÿ äèñêðåòèçàöèè äè��óçèîííîãî îïåðàòîðà. Ìåòîä îáëàäàåòñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè â ñìûñëå íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîëó÷àåìîãî ÷èñ-ëåííîãî ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî èëè íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äè��ó-çèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè è èñòî÷íèêîì.Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ñîçäàíèè ïðîãðàììíîãî êîì-ïëåêñà íà ÿçûêå Fortran äëÿ ÷èñëåííîãî òðåõìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿðàñïðîñòðàíåíèÿ ÿäåðíûõ èëè õèìè÷åñêèõ çàãðÿçíåíèé â ãåîëîãè÷åñêèõïëàñòàõ. Ïðîãðàììà èìååò ïàðàëëåëüíóþ ðåàëèçàöèþ, ÷òî âàæíî ïðè ðå-øåíèè áîëüøèõ çàäà÷. �åøåíà ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèèÿäåðíûõ çàãðÿçíåíèé èç ïîäçåìíîãî õðàíèëèùà ðàäèîàêòèâíûõ îòõîäîâ.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäû-âàëèñü àâòîðîì è îáñóæäàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà âû-÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè �ÀÍ, Èíñòèòóòà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-âàíèÿ �ÀÍ, â óíèâåðñèòåòå ã.Ëèí÷îïèíã (Øâåöèÿ) è íà ñëåäóþùèõ êîí-�åðåíöèÿõ:� II-àÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ïî ìàòðè÷íûì ìåòîäàì è îïåðà-òîðíûì óðàâíåíèÿì, Ìîñêâà, èþëü 2007ã.� Êîí�åðåíöèÿ SIAM ïî ìàòåìàòè÷åñêèì è âû÷èñëèòåëüíûì àñïåê-òàì ãåîëîãèè, ÑØÀ, Ñàíòà-Ôå, ìàðò 2007ã.� XLIX-àÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ÌÔÒÈ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû�óíäàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ íàóê�, Ìîñêâà, äåêàáðü 2006ã.� VII -îé Ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íûé ñèìïîçèóì ïî èòåðàöèîííûì ìå-òîäàì IMACS, ÑØÀ, Êîëëåäæ Ñòåéøí, óíèâåðñèòåò Texas A&M,íîÿáðü 2006ã.� Âñåðîññèéñêàÿ ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîí�åðåíöèÿ �×èñëåííûå ìåòî-äû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�, Êàçàíü, èþíü-èþëü2006ã. 4



� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ �Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà�,Ìîñêâà, èþíü 2006ã.� Êîí�åðåíöèÿ �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ�, Ìîñêâà, àïðåëü 2006ã.� Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ïî ïðîáëåìàì ìîäåëèðîâàíèÿ çàõîðî-íåíèé ÿäåðíûõ îòõîäîâ MOMAS, Ôðàíöèÿ, Ìàðñåëü, íîÿáðü 2005ã.� Êîí�åðåíöèÿ �Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ� , Ìîñêâà, îêòÿáðü 2005ã.Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 5 ðàáîò: 2 � â ðå-öåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ (âõîäÿò â ïåðå÷åíü ÂÀÊ), 1 � â ñáîðíèêå íàó÷-íûõ òðóäîâ, 2 � â ìàòåðèàëàõ êîí�åðåíöèé. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí âêîíöå àâòîðå�åðàòà.Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [2℄ âêëàä àâòîðà çà-êëþ÷àëñÿ â ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ è ïîñòàíîâêå÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â ðàáîòå [5℄ � â ðàçðàáîòêå ïàðàëëåëüíîãîàëãîðèòìà, åãî ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè è ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ íà ìíî-ãîïðîöåññîðíîé ÝÂÌ.Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 62 íàèìåíîâàíèé,âêëþ÷àåò 38 ðèñóíêîâ è 21 òàáëèöó. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè � 115ñòðàíèö.
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ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ �ÀÁÎÒÛÂî ââåäåíèè îïðåäåëåíà îáëàñòü ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðàçðà-áàòûâàåìûõ â ðàáîòå ìåòîäîâ, äàí îáçîð ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ òðåõìåðíûì÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì ïåðåíîñà ïðèìåñåé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ, ïðè-âåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è åå ñòðóêòóðà.Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ �èçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ââîäÿòñÿ ñî-îòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è íåîáõîäèìûå õàðàêòåðèñòè-êè ïîðèñòûõ ñðåä. �àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè�èëüòðàöèîííûõ ïîòîêîâ è êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â ðàñòâîðå êàê �óíê-öèé âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò.Ïåðâûé ïàðàãðà� ýòîé ãëàâû ïîñâÿùåí ìîäåëè îäíî�àçíîãî �èëüòðà-öèîííîãî òå÷åíèÿ â íàñûùåííîé ïîðèñòîé ñðåäå. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ êîý�-�èöèåíòà ïîðèñòîñòè ω è òåíçîðà ïðîíèöàåìîñòè k. Êîý��èöèåíò ïîðè-ñòîñòè õàðàêòåðèçóåò ïëîòíîñòü ïîð â ñðåäå, à òåíçîð ïðîíèöàåìîñòè �çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè �èëüòðàöèîííîãî ïîòîêà îò ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ.Ìîäåëü �èëüòðàöèè îñíîâàíà íà çàêîíå Äàðñè è çàêîíå ñîõðàíåíèÿìàññû æèäêîñòè. Çàêîí Äàðñè óñòàíàâëèâàåò çàâèñèìîñòü �èëüòðàöèîí-íûõ ïîòîêîâ îò ãðàäèåíòà ãèäðàâëè÷åñêîãî íàïîðà:
~u = −K∇H = −

k

µ
(∇p + ρg∇z), (1)ãäå ~u � âåêòîð ñêîðîñòè �èëüòðàöèîííîãî ïîòîêà; ρ � ïëîòíîñòü æèä-êîñòè, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé â ñðåäå; g � ãðàâèòàöèîííàÿïîñòîÿííàÿ; p � äàâëåíèå; K = ρg

µ
k � êîý��èöèåíò �èëüòðàöèè, çàâèñÿ-ùèé îò ñâîéñòâ ïîðèñòîé ñðåäû è æèäêîñòè; z � ãåîìåòðè÷åñêèé íàïîð(âûñîòà òî÷êè); H = p

ρg
+ z � ãèäðàâëè÷åñêèé íàïîð; µ � äèíàìè÷åñêàÿâÿçêîñòü æèäêîñòè. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû æèäêîñòè ïîñòóëèðóåò, ÷òîèçìåíåíèå ìàññû æèäêîñòè â ýëåìåíòàðíîì îáúåìå îïðåäåëÿåòñÿ èçìå-íåíèåì çà ñ÷åò ñæèìàåìîñòè è çà ñ÷åò âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ èëè ñòîêîâ ñìàññîâîé èíòåíñèâíîñòüþ f :
−∇ · (ρ~u) =

∂(ωρ)

∂t
− f. (2)Ñèñòåìà (1),(2) äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå ìîãóòáûòü òèïà Äèðèõëå, òèïà Íåéìàíà è ñìåøàííûìè.Âî âòîðîì ïàðàãðà�å îïèñàíà ìîäåëü ïåðåíîñà ïðèìåñè â ïîðèñòîéñðåäå. Ïîñëåäîâàòåëüíî äàíî îïèñàíèå �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé êîíâåêöèè,6



äè��óçèè, äèñïåðñèè, àäñîðáöèè. Ïðîöåññ êîíâåêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñ-ïðîñòðàíåíèè ïðèìåñè âìåñòå ñ îáùèì �èëüòðàöèîííûì ïîòîêîì. Ìî-ëåêóëÿðíàÿ äè��óçèÿ è êèíåìàòè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ îòðàæàþò ïðîöåñ-ñû ñìåøèâàíèÿ æèäêîñòåé, çàïîëíÿþùèõ ïîðû. Ý��åêò ìîëåêóëÿðíîéäè��óçèè ñâÿçàí ñ íàëè÷èåì ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â æèäêî-ñòè è íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè �èëüòðàöèîííîãî ïîòîêà. Êèíåìàòè÷åñêàÿäèñïåðñèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåìåøèâàíèè æèäêîñòåé âñëåäñòâèå íåîäíî-ðîäíîñòè ïîëÿ �èëüòðàöèîííîãî ïîòîêà íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå.Ïåðåíîñ ïðèìåñè ìîæåò çàìåäëÿòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ý��åêòà àäñîðá-öèè: ìîëåêóëû ðàñòâîðåííîé â æèäêîñòè ïðèìåñè âðåìåííî çàêðåïëÿ-þòñÿ (àäñîðáèðóþòñÿ) íà ïîâåðõíîñòè ïîð. Ïðè ðàñ÷åòå ðàñïðîñòðàíå-íèÿ ÿäåðíûõ çàãðÿçíåíèé òðåáóåòñÿ òàêæå ó÷èòûâàòü ðàäèîàêòèâíûéðàñïàä. �åçóëüòèðóþùàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîàêòèâíîé ïðè-ìåñè âûðàæàåòñÿ â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ìàññû ïðèìåñè â âèäå óðàâíåíèÿêîíâåêöèè-äè��óçèè â ïîðèñòîé ñðåäå:
ωR

(

∂C

∂t
+ λC

)

= −∇ · (C~u) + ∇ · D∇C + f̃ , (3)ãäåR � êîý��èöèåíò çàäåðæêè, ω � ïîðèñòîñòü, C � êîíöåíòðàöèÿ ïðè-ìåñè â ðàñòâîðå, λ � ïîñòîÿííàÿ ðàäèîðàñïàäà, D � òåíçîð äè��óçèè-äèñïåðñèè (ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà 3 × 3).Íà ãðàíèöàõ îáëàñòè âîçìîæíà ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òèïà Äè-ðèõëå, òèïà Íåéìàíà èëè çàäàíèå îáùåãî ïîòîêà ïðèìåñè ÷åðåç ãðàíèöó.Â ïðåíåáðåæåíèè èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè æèäêîé �àçû, çàïîëíÿþùåéïîðû, çàäà÷è �èëüòðàöèè è ïåðåíîñà ðåøàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðó-ãà: ñíà÷àëà íàõîäÿòñÿ �èëüòðàöèîííûå ïîòîêè, çàòåì îíè èñïîëüçóþòñÿäëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñè.Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèþñâîéñòâ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïåðåíî-ñà ïðèìåñåé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ. Â ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ íîâîå ñåìåéñòâîíåëèíåéíûõ ìîíîòîííûõ ìåòîäîâ êîíå÷íûõ îáúåìîâ (ÌÊÎ) äëÿ äè��ó-çèîííûõ çàäà÷, îïèñàíû äâå ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ äëÿ çàäà÷ êîíâåêöèè-äè��óçèè, ïðîâåäåíî èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå è ñðàâíåíèå ñäâóìÿ òðàäèöèîííûìè ñõåìàìè.Â ïåðâîì ïàðàãðà�å äàíû íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì îïðåäåëåíèÿ,ñâÿçàííûå ñ òåòðàýäðàëüíîé ñåòêîé è �óíêöèîíàëüíûìè ïðîñòðàíñòâà-ìè.Âî âòîðîì ïàðàãðà�å äàíà �îðìóëèðîâêà íîâîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ7



îáúåìîâ è îïèñàíû åãî ñâîéñòâà. �àññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷àäè��óçèè ñ äâóìÿ òèïàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ñìåøàííîé ïîñòàíîâêå:
∇ · ~r = f, (4)

~r = −D∇C â Ω, (5)
C|ΓD

= gD(x), ~r · ~n|ΓN
= gN(x).Çäåñü: ~r � äè��óçèîííûé ïîòîê; Ω ∈ R3 � ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé

∂Ω = ΓD ∪ ΓN .Ïîñòðîèì â îáëàñòè Ω ñåòêó εh, ñîäåðæàùóþ NT òåòðàýäðîâ. Äëÿêàæäîãî òåòðàýäðà T â ñåòêå εh ââîäèòñÿ òî÷êà XT � íîñèòåëü ñòåïå-íè ñâîáîäû íà T . Ïóñòü T = ABCD ñ ãðàíÿìè a, b, c, d, ïðîòèâîëåæà-ùèìè A, B, C, D, ñîîòâåòñòâåííî; ~RA, ~RB, ~RC, ~RD � ðàäèóñ-âåêòîðû ñî-îòâåòñòâóþùèõ âåðøèí T , à âåêòîðû ~na, ~nb, ~nc, ~nd � âíåøíèå íîðìàëèê ãðàíÿì, äëèíû íîðìàëåé ÷èñëåííî ðàâíû ïëîùàäÿì ñîòâåòñòâóþùèõãðàíåé. Äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà ~RXT
òî÷êè XT ïîëîæèì:

~RXT
=

~RA‖~na‖D + ~RB‖~nb‖D + ~RC‖~nc‖D + ~RD‖~nd‖D
‖~na‖D + ‖~nb‖D + ‖~nc‖D + ‖~nd‖D

, (6)ãäå ‖~nβ‖D =
√

(D~nβ, ~nβ), β ∈ {a, b, c, d}.Èíòåãðèðóÿ ïî êàæäîìó T ∈ εh çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû (4) ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì �îðìóëû �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî è ïåðåõîäÿ ê äèñêðåòíîé�îðìóëèðîâêå, ïîëó÷àåì:
∑

e∈∂T

~re · ~ne =

∫

T

f dx ∀T ∈ εh, (7)ãäå ~ne � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíè e òåòðàýäðà T , äëèíà êîòîðîé ÷èñ-ëåííî ðàâíà ïëîùàäè ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè, ò.å. |~ne| = |e|, à ~re · ~ne �àïïðîêñèìàöèÿ äè��óçèîííîãî ïîòîêà ÷åðåç ãðàíü e. �ëàâíîé èäååé ìå-òîäà ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè äè��óçèîííîãî ïîòîêà
~re·~ne. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñîñåäíèõ òåòðàýäðà T+ = AO1O2O3è T− = BO1O2O3 (ñì. ðèñ.1). Òî÷êè X+,X− � ñîîòâåòñòâóþùèå T+ è T−òî÷êè-íîñèòåëè, M �öåíòð ìàññ îáùåé ãðàíè e, e = O1O2O3. Ñ ïîìîùüþèíòåãðèðîâàíèÿ (5) ïî òåòðàýäðàì âèäà X+MOjOk, X−MOjOk ñòðîÿòñÿàïïðîêñèìàöèè äè��óçèîííûõ ïîòîêîâ ~ri ·~ne/3, i ∈ {1, 2, 3}, ÷åðåç êàæ-äûé èç òðåóãîëüíèêîâ MOjOk (i, j, k � ðàçëè÷íû). Îáùèé ïîòîê ÷åðåçãðàíü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýòèõ òðåõ ïîòîêîâ:

~re · ~ne = µe
1~r1 · ~ne + µe

2~r2 · ~ne + µe
3~r3 · ~ne. (8)8



O1

O2

O3

A

B

X+

X−

M

�èñ. 1: �åîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ.Îí çàâèñèò îò çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèè CX+
, CX

−

â òî÷êàõ-íîñèòåëÿõ
X+,X− è COi

â òî÷êàõ Oi, i ∈ {1, 2, 3}. Çíà÷åíèÿ COi
ñ ïîìîùüþ ëèíåé-íîé èíòåðïîëÿöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîíöåíòðàöèþ â òî÷êàõ-íîñèòåëÿõ

XT .Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ µe
i , i = 1, 2, 3, íàêëàäûâàþòñÿ îãðà-íè÷åíèÿ íà äè��óçèîííûé ïîòîê ÷åðåç ãðàíü e (8) :

• Åñëè âåëè÷èíû ~ri · ~ne/|~ne| àïïðîêñèìèðóþò ïëîòíîñòü äè��óçèîí-íîãî ïîòîêà, òî ~re · ~ne/|~ne| òàêæå ÿâëÿåòñÿ åå àïïðîêñèìàöèåé:
3

∑

j=1

µe
j = 1; (9)

• Øàáëîí àïïðîêñèìàöèè ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì.Òðåáîâàíèÿ äâóõòî÷å÷íîé àïïðîêñèìàöèè ïîòîêà îïðåäåëÿþò ñåìåéñòâîðåøåíèé µe
i (p

e), i ∈ {1, 2, 3}, ñ ïàðàìåòðîì pe.Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ãðàíü e ëåæèò íà ãðàíèöå îá-ëàñòè. Ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà çàâåðøàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèé äëÿïîòîêîâ â çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû (7). Íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé,âîçíèêàþùàÿ ïðè äèñêðåòèçàöèè (7), èìååò âèä:
A(CX)CX = F, (10)9



ãäå CX �âåêòîð íåèçâåñòíûõ êîíöåíòðàöèé â òî÷êàõ-íîñèòåëÿõ XT , ðàç-ìåðàNT . Ìàòðèöà A(CX)� ðàçðåæåííàÿ, èìåþùàÿ íå áîëåå 5 íåíóëåâûõýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå.Ñèñòåìà (10) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà Ïèêàðà
A(Ck

X)Ck+1

X = F (11)ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì C0
X .Âàæíåéøåå ñâîéñòâî ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ñ�îðìóëèðîâàíî â ñëåäó-þùåé òåîðåìå, äîêàçàííîé â äèññåðòàöèè:Òåîðåìà. Ïîëîæèì â çàäà÷å (4) ïðàâóþ ÷àñòü f(x) ≥ 0 â Ω, ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ gD(x) ≥ 0 íà ΓD, gN(x) ≤ 0 íà ΓN . Ïóñòü (10) � ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ çàäà÷å (4) íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà ÌÊÎ, äëÿ êîòîðîé òî÷êè-íîñèòåëè ñòåïåíåé ñâîáîäû íà òåòðàýäðàõ îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé (6),íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå (C0

X)i ≥ 0, è íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà Ïè-êàðà (11) äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé ãðàíè e âûáèðàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûåçíà÷åíèÿ µe
i , i ∈ {1, 2, 3} (ïîñëåäíåå âñåãäà âîçìîæíî). Òîãäà âñå èòå-ðàöèîííûå ïðèáëèæåíèÿ ê CX íåîòðèöàòåëüíû,

(Ck
X)i ≥ 0, i = 1, . . . , NT , ∀k ≥ 0.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà òîì �àêòå, ÷òî â óñëîâèÿõ òåî-ðåìû ìàòðèöà A(Ck

X) ìîíîòîííà, à ïðàâàÿ ÷àñòü F íåîòðèöàòåëüíà.Â êîíöå ïàðàãðà�à ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ íà îñíîâå íîâîãîÌÊÎ ñõåì äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äè��óçèè. Ñõåìû ñîõðàíÿþòíåîòðèöàòåëüíîñòü ðåøåíèÿ.Â òðåòüåì ïàðàãðà�å ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ñõåìû ðàñ-ùåïëåíèÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äè��óçèè: ñõåìà Æ.Æà��ðå, èñïîëüçóþùàÿ ðàçðûâíûå êîíå÷íûå ýëå-ìåíòû (�ÊÝ) äëÿ îïåðàòîðà êîíâåêöèè è ìåòîä ñìåøàííûõ êîíå÷íûõýëåìåíòîâ (ÌÑÊÝ) äëÿ îïåðàòîðà äè��óçèè, è íîâàÿ ñõåìà ðàñùåïëå-íèÿ ñ ìîíîòîííîé ÌÊÎ-àïïðîêñèìàöèåé îïåðàòîðà äè��óçèè è �ÊÝäëÿ îïåðàòîðà êîíâåêöèè.Â ñõåìå Æà��ðå àïïðîêñèìàöèÿ ïî âðåìåíè ïîñòðîåíà ñëåäóþùèìîáðàçîì: èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ ñõåìà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð äëÿ êîíâåêòèâ-íîãî îïåðàòîðà è ñõåìà Êðàíêà-Íèêîëñîí � äëÿ äè��óçèîííîãî. Äëÿñòàáèëèçàöèè ñõåìû â êîððåêòîðå ïðèìåíÿåòñÿ ïðîòèâîïîòîêîâàÿ àï-ïðîêñèìàöèÿ êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà. Èñïîëüçîâàíèå �ÊÝ òðåáóåò íà êàæ-äîì øàãå ïî âðåìåíè ìîäè�èöèðîâàòü ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷èòåëÿ10



íàêëîíà. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ñõåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàñùåïëåíèå íà�èçè÷åñêèå ïðîöåññû â íåé ÿâëÿåòñÿ ëèøü ñëåäñòâèåì ðàçëîæåíèÿ ïðî-ñòðàíñòâà ëèíåéíûõ áàçèñíûõ òåñòîâûõ �óíêöèé íà îðòîãîíàëüíûå ïîä-ïðîñòðàíñòâà, è íà êàæäîì øàãå ñõåìû àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîëíîå óðàâíå-íèå, â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ ñõåì ðàñùåïëåíèÿ. Â ñèëó ýòîãî, â ìåòîäíå âíîñèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ îøèáêà, ÷òî ïîçâîëÿåòðàññìàòðèâàòü åãî �îðìàëüíî êàê ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè èïî ïðîñòðàíñòâó. Ïðîòèâîïîòîêîâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êîíâåêòèâíîãî ÷ëå-íà òàêæå íå ñíèæàåò ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþðàçðûâíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Âî âòîðîé ñõåìå ðåàëèçîâàíî ðàñùåïëåíèå ïî �èçè÷åñêèì êîìïî-íåíòàì, îïåðàòîðû äè��óçèè è êîíâåêöèè ðàçíåñåíû ïî ïîäøàãàì, èíà êàæäîì ïîäøàãå ðåøàåòñÿ íåïîëíîå óðàâíåíèå. Äëÿ àïïðîêñèìà-öèè êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà ñíîâà ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä �ÊÝ è ÿâíàÿ ñõåìàïðåäèêòîð-êîððåêòîð, äëÿ äè��óçèîííîãî ÷ëåíà � íîâûé ìîíîòîííûéÌÊÎ (èëè ÌÑÊÝ) è íåÿâíàÿ ñõåìà. Âàæíûì äîñòîèíñòâîì äàííîé ñõå-ìû ïî îòíîøåíèþ ê ñõåìå Æà��ðå ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâà-íèÿ ðàçíûõ øàãîâ ïî âðåìåíè äëÿ ïðîöåññîâ êîíâåêöèè è äè��óçèè.Øàã ïî âðåìåíè äëÿ êîíâåêòèâíûõ ïðîöåññîâ îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíè-ÿìè óñòîé÷èâîñòè ñõåìû, â òî âðåìÿ êàê äëÿ äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ� òîëüêî òðåáîâàíèÿìè òî÷íîñòè. Ïðè ðàâíûõ øàãàõ äëÿ êîíâåêöèè èäè��óçèè (êàê â ñõåìå Æ.Æà��ðå) ðåàëèçàöèÿ äè��óçèîííîãî ïîä-øàãà çàíèìàåò îêîëî 80% âðåìåíè, è óâåëè÷åíèå øàãà äëÿ äè��óçèèäàåò ñóùåñòâåííóþ ýêîíîìèþ âðåìåíè ñ÷åòà.Â ÷åòâåðòîì è ïÿòîì ïàðàãðà�àõ ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå âûøåîïè-ñàííûõ ñõåì ðàñùåïëåíèÿ ñ äâóìÿ íåÿâíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè óðàâíå-íèÿ êîíâåêöèè-äè��óçèè: íåÿâíîé òðåõñëîéíîé ñõåìîé âòîðîãî ïîðÿäêàïî âðåìåíè (BDF) äëÿ ÌÊÝ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ SUPG ñòàáèëèçàöèåé èBDF-ñõåìîé ÌÑÊÝ ñ ïðîòèâîïîòîêîâîé àïïðîêñèìàöèåé êîíâåêòèâíîãî÷ëåíà. ×åòâåðòûé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí òåñòèðîâàíèþ íà çàäà÷àõ ñ ãëàä-êèì ðåøåíèåì, à ïÿòûé � íà çàäà÷å î ïåðåíîñå �ðîíòà êîíöåíòðàöèè.Ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ ïîêàçûâàþò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè êîíöåíòðàöèè,áëèçêèé êî âòîðîìó, è ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ. Èñïîëü-çîâàíèå ðàçðûâíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äåëàåò èõ íàèáîëåå ïðèñïîñîá-ëåííûìè ê çàäà÷àì ïåðåíîñà �ðîíòà êîíöåíòðàöèè, â êîòîðûõ îíè ïî-êàçûâàþò íèçêóþ ÷èñëåííóþ äè��óçèþ. Ñõåìà Æà��ðå â ïðèìåíåíèèê çàäà÷å ñ íåãëàäêèì ðåøåíèåì äåìîíñòðèðóåò î÷åíü ìàëûå íàðóøåíèÿìîíîòîííîñòè. Íîâàÿ ñõåìà ñ íåëèíåéíûì ÌÊÎ äàåò ðåçóëüòàòû, áëèç-11



êèå ê ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà ñõåìîé Æà��ðå, íî ãàðàíòèðóåò íåîòðèöà-òåëüíîñòü ðåøåíèÿ, ÷òî î÷åíü âàæíî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìåòîäàì ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè âû-÷èñëåíèé. Â ïåðâîì ïàðàãðà�å îïèñàí àëãîðèòì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðàñ-÷åòîâ ïðèìåíèòåëüíî ê ñõåìå Æà��ðå. Îñíîâíûå ýòàïû ïàðàëëåëè-çàöèè ñëåäóþùèå: ðàçáèåíèå îáëàñòè ïî ïðîöåññîðàì ñ ïîìîùüþ ìå-òîäà èíåðöèàëüíîé áèñåêöèè; ïàðàëëåëèçàöèÿ ëîêàëüíûõ øàãîâ; ïà-ðàëëåëèçàöèÿ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ. Äëÿ ïåðåîáóñëàâ-ëèâàíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòèÞ.Â.Âàñèëåâñêîãî. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà 4, 8, 16 ïðî-öåññîðàõ, ïîêàçûâàþùèå ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (âðåìÿ ñ÷å-òà íà 16 ïðîöåññîðàõ â 2.5-3 ðàçà ìåíüøå, ÷åì íà 4 ïðîöåññîðàõ).Âî âòîðîì ïàðàãðà�å ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷êîíâåêöèè-äè��óçèè íà äèíàìè÷åñêè ïåðåñòðàèâàåìûõ ñåòêàõ. Ïå-ðåñòðîåíèå ñåòêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îòìå÷åííîãî ðåáðà,ïîçâîëÿþùåãî àâòîìàòè÷åñêè èçìåëü÷àòü è ðàçãðóáëÿòü ðàñ÷åòíóþñåòêó â òðåáóåìûõ ïîäîáëàñòÿõ. Ïðåäëîæåíû íîâûå àëãîðèòìû ïåðå-èíòåðïîëÿöèè ðåøåíèÿ ñ îäíîé ñåòêè íà äðóãóþ ïðè èçìåëü÷åíèè èëèçàãðóáëåíèè ñåòêè. Îíè ñîõðàíÿþò íå òîëüêî ìàññó âåùåñòâà, íî èäè��óçèîííûå ïîòîêè ÷åðåç ãðàíè ñåòêè. Ìåòîä ïðîòåñòèðîâàí íà äâóõçàäà÷àõ: ïåðåíîñå �ðîíòà îò ãðàíèöû îáëàñòè è âðàùåíèè íåïðåðûâíîãî�âñïëåñêà� ïî êðóãó. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå äèíàìè÷åñêèõ ñåòîêïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî (â 4 ðàçà äëÿ ïåðâîé çàäà÷è, íà 30% äëÿ âòîðîé)ñîêðàòèòü âðåìÿ ñ÷åòà è ïîíèçèòü ÷èñëåííóþ äè��óçèþ ïî ñðàâíåíèþñ ðåøåíèåì íà ñòàòè÷åñêîé ñåòêå.Â òðåòüåì ïàðàãðà�å èññëåäóåòñÿ ïåðåîáóñëàâëèâàòåëü äëÿ äè��ó-çèîííûõ çàäà÷ ñ íåîäíîðîäíûì àíèçîòðîïíûì òåíçîðîì äè��óçèè, ðàç-ðàáîòàííûé Þ.À.Êóçíåöîâûì â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ àâòîðîì äèññåðòàöèè.Ïåðåîáóñëàâëèâàòåëü ñ�îðìóëèðîâàí äëÿ ñëó÷àÿ ïëàñòîâûõ ñðåä è ìàò-ðèöû äèñêðåòèçàöèè ïðîñòåéøåãî ÌÊÎ íà ñåòêå Âîðîíîãî. Ïðîâåäåí-íûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàòÞ.À. Êóçíåöîâà î íåçàâèñèìîñòè ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ïåðåîáóñëîâ-ëåííîé ìàòðèöû ÌÊÎ-àïïðîêñèìàöèè îò êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè èøàãà ñåòêè ïî âåðòèêàëüíîé îñè. Ñðàâíåíèå ïåðåîáóñëàâëèâàòåëÿ ñ äâó-ìÿ äðóãèìè (àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîñåòî÷íûì ìåòîäîì Øòþáåíà è áëî÷-íûì ìåòîäîì ßêîáè) ïîêàçûâàåò åãî ý��åêòèâíîñòü.Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-íèÿ òåñòîâîãî çàäàíèÿ Andra 3D, ïðåäëîæåííîãî �ðàíöóçñêèì àãåíò-12



ñòâîì ïî ÿäåðíûì îòõîäàì (www.andra.fr). Äàííûå çàäà÷è ñîîòâåòñòâó-þò èçìåðåíèÿì â çîíå ðåàëüíîãî çàõîðîíåíèÿ ÿäåðíûõ îòõîäîâ.Â ïåðâîì ïàðàãðà�å ãëàâû äàíî îïèñàíèå ãåîìåòðèè è ïëàñòîâîéñòðóêòóðû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, îïðåäåëåíû �èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû, íåîá-õîäèìûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ �èëüòðàöèè è ïåðåíîñà, à òàêæå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ çàäà÷è. Çàäà÷à îáëàäàåò ðÿäîì òðóäíîñòåé: àíèçîòðîïèÿ (2 ïî-ðÿäêà) è íåîäíîðîäíîñòü (äî 10 ïîðÿäêîâ) òåíçîðà �èëüòðàöèè; ñèëü-íàÿ àíèçîòðîïèÿ îáëàñòè (äèàìåòð îáëàñòè � 55êì, ãëóáèíà � 600ì);íåîäíîðîäíîñòü è àíèçîòðîïèÿ ïîëíîãî òåíçîðà äè��óçèè; âûêëèíèâà-íèÿ ãåîëîãè÷åñêèõ ïëàñòîâ; íåîáõîäèìîñòü ïðîãíîçà íà áîëüøîé ïåðèîäâðåìåíè (ñîòíè òûñÿ÷ ëåò).Âòîðîé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí ïðîáëåìå âûáîðà ðàñ÷åòíîé ñåòêè. �àñ-ñìîòðåíî òðè ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê. Ïåðâûé ïîäõîä çà-êëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ïîëíîñòüþ íåñòðóêòóðèðîâàííîé, ñãóùàþùåéñÿê èñòî÷íèêó çàãðÿçíåíèÿ ñåòêè ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè ani3D, ðàçðàáî-òàííîé Þ.Â. Âàñèëåâñêèì, Ê.Í. Ëèïíèêîâûì è äð. Âòîðîé ïîäõîä ïîçâî-ëÿåò ñòðîèòü òåòðàýäðàëüíûå ñåòêè ïóòåì ðàçáèåíèÿ âåðòèêàëüíûõ òðå-óãîëüíûõ ïðèçì. Îñíîâàíèÿ ïðèçì ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè äâóìåðíîé òðå-óãîëüíîé ñåòêè â ïðîåêöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòü XY . Òðåòèéïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì â ñîòðóäíè÷åñòâå ñ Þ.Â. Âàñèëåâñêèì èÂ.Í. ×óãóíîâûì, çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ãåêñàýäðàëüíîé ñåòêè, ðàç-áèåíèè åå ýëåìåíòîâ íà òåòðàýäðû è ëîêàëüíîì èçìåëü÷åíèè â îáëàñòèèñòî÷íèêà çàãðÿçíåíèé. Íåäîñòàòêîì ïåðâûõ äâóõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ íà-ëè÷èå â ñåòêå òóïûõ äâóãðàííûõ óãëîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê êðàéíå ïëîõîéîáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö àïïðîêñèìàöèè. Ê òîìó æå, ïåðâûé ïîäõîä èìå-åò ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî òåòðàýäðîâ â ñåòêå. Äëÿ ðàñ÷åòîâñ ïîìîùüþ òðåòüåãî ïîäõîäà áûëà ïîñòðîåíà ñåòêà, ñîäåðæàùàÿ 2.5 ìëíòåòðàýäðîâ (îêîëî 5 ìëí íåèçâåñòíûõ â âîçíèêàþùèõ ëèíåéíûõ ñèñòå-ìàõ).Â òðåòüåì ïàðàãðà�å îáîñíîâàí âûáîð ñõåì äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷ �èëü-òðàöèè è ïåðåíîñà. Äëÿ ðàñ÷åòà �èëüòðàöèîííûõ ïîòîêîâ ïðèìåíÿåòñÿñõåìà ãèáðèäíîãî ÌÑÊÝ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿç-íåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì êîìïîíåíòàì (èçãë.2) ñ ðàçíûìè øàãàìè ïî âðåìåíè äëÿ êîíâåêòèâíîãî è äè��óçèîííîãîïðîöåññîâ. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà â íåé èñïîëüçî-âàíû �ÊÝ, äëÿ äè��óçèîííîãî � ÌÑÊÝ.Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðà�å ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ãèäðàâëè-÷åñêîãî íàïîðà è �èëüòðàöèîííûõ ïîòîêîâ. Îñîáåííîñòüþ çàäà÷è ÿâ-13



ëÿåòñÿ òî, ÷òî ñêîðîñòü �èëüòðàöèîííûõ ïîòîêîâ â âåðõíèõ, íåïîêðû-òûõ, ïëàñòàõ çíà÷èòåëüíî (íà 4-5 ïîðÿäêîâ) âûøå, ÷åì â íèæíèõ. Ýòîóòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ äè��óçèîííûõ ïîòîêîâ, òàê êàê òåíçîðäèñïåðñèè ëèíåéíî çàâèñèò îò ñêîðîñòè �èëüòðàöèè. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòüóñëîâíî ðàçäåëÿåòñÿ íà ïîäîáëàñòè ΩF , ñîñòîÿùóþ èç âåðõíèõ ïëàñòîâ,è ΩS, âêëþ÷àþùóþ âñå îñòàëüíûå ïëàñòû. �àçäåëåíèå íà ïîäîáëàñòèèñïîëüçóåòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïåðåíîñà çàãðÿçíåíèé.Â ïÿòîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ ÿäåðíûõ çàãðÿçíåíèé (Éîä 129) íà ïåðèîä â 350000 ëåò. �àñ-÷åò ïåðåíîñà îñëîæíÿëñÿ ñæàòèåì ñåòêè ïî âåðòèêàëè, àíèçîòðîïèåé èíåîäíîðîäíîñòüþ òåíçîðà äè��óçèè, ðàçíûìè âðåìåííûìè ìàñøòàáàìèïðîöåññîâ â âåðõíèõ è íèæíèõ ãåîëîãè÷åñêèõ ïëàñòàõ. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ âðàìêàõ äâóõ ìîäåëåé: ìîäåëè ìåäëåííîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ïîäîáëàñòè
ΩS è ìîäåëè áûñòðîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ïîäîáëàñòè ΩF . Ïîêàçàíà äè-íàìèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçîïîâåðõíîñòè êîíöåíòðàöèè C = 10−14êã/ì3âïëîòü äî 350000 ëåò. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åí ïðîãíîç âðåìåíèè ìåñòà âûõîäà íà çåìíóþ ïîâåðõíîñòü çàãðÿçíåííûõ âîä ñ êîíöåíòðà-öèÿìè ðàäèîàêòèâíîãî Éîäà 129, ðàâíûìè 10−14, 10−12, 10−10êã/ì3. Âû-÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü íà ïàðàëëåëüíîé ìíîãîïðîöåññîðíîé ÝÂÌ ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì 12 ïðîöåññîðîâ â òå÷åíèå 29 ÷àñîâ. Ïîëó÷åííûå äàííûå îðàñïðåäåëåíèè âðåìåíè ñ÷åòà ïî øàãàì ðàñ÷åòíîé ñõåìû îïðàâäûâàþòèñïîëüçîâàíèå ðàçíûõ øàãîâ ïî âðåìåíè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíâåêòèâ-íîãî è äè��óçèîííîãî ïðîöåññîâ.Â çàêëþ÷åíèè êðàòêî ñ�îðìóëèðîâàíû ðåçóëüòàòû äèññåðòàöè-îííîé ðàáîòû è ñäåëàíû âûâîäû î åå òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîéöåííîñòè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû:1. �àçðàáîòàíî íîâîå ñåìåéñòâî ìîíîòîííûõ ìåòîäîâ êîíå÷íûõ îáúå-ìîâ äëÿ àïïðîêñèìàöèè äè��óçèîííûõ çàäà÷ ñ ïîëíûì è íåîäíî-ðîäíûì òåíçîðîì äè��óçèè íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ òåòðàýäðàëü-íûõ ñåòêàõ.2. Ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ ïå-ðåíîñà ïðèìåñåé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ, âêëþ÷àþùèé àëãîðèòìû ïî-ñòðîåíèÿ òåòðàýäðàëüíîé ñåòêè, ðàñ÷åòà �èëüòðàöèîííûõ ïîòîêîâè ðàñ÷åòà ïåðåíîñà ïðèìåñè (äâà ïîñëåäíèõ àëãîðèòìà ïàðàëëåëè-çîâàíû). 14



3. Ïðåäëîæåíû è ïðîòåñòèðîâàíû íîâûå àëãîðèòìû ïîâûøåíèÿ ý�-�åêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé: ðåøåíèå çàäà÷ ïåðåíîñà íà äèíàìè÷åñêèïåðåñòðàèâàåìûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ; äâóõóðîâíåâûé ïåðåîáóñëàâëè-âàòåëü äëÿ äè��óçèîííûõ çàäà÷ ñî ñêà÷êàìè àíèçîòðîïíîãî òåíçî-ðà äè��óçèè.4. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òðåõìåðíîé çàäà÷è ñ ðåàëüíû-ìè ïàðàìåòðàìè.Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè:1. Êàïûðèí È. Â. Ñåìåéñòâî ìîíîòîííûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿòðåõìåðíûõ çàäà÷ äè��óçèè íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ òåòðàýäðàëü-íûõ ñåòêàõ // Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê. 2007. Ò.614, �5, Ñ.588-593.2. Kuznetsov Yu. A., Boiarkine O. V., Kapyrin I.V., Yavi
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