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Введение

В настоящее время уравнение диффузии используется для математического

описания широкого круга явлений, таких как фильтрационные течения в пори­

стых средах. При разработке математических моделей часто возникает необхо­

димость учета различных особенностей среды, которые оказывают значительное

влияние на получаемое решение. Такими особенностями средымогут быть анизо­

тропия, гетерогенность или нелинейное поведение тензора диффузии или других

физических характеристик среды.

Физический процесс фильтрации в общем случае описывается при помощи

нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных [1, 2]. При

моделировании реальных объектов, таких как нефтяные месторождения, необхо­

димо учитывать процессы фильтрации одновременно нескольких компонент, на­

пример воды, нефти, газа. Это приводит к системе уравнений многофазной филь­

трации [3, 4]. Для решения нелинейных систем, возникающих в результате дис­

кретизации таких уравнений, чаще всего используются методы решения, осно­

ванные на методе Ньютона [5]. В настоящей работе рассматривается уравнение

диффузии, которое для вопросов, исследуемых в работе, эквивалентно линеари­

зованной однофазной задаче фильтрации.

Актуальность темы данной работы заключается в описании и исследова­

нии двух новых методов корректного учета двух различных особенностей задачи

в уравнении диффузии. Первый из предложенных подходов для метода конеч­

ных объемов позволяет учитывать произвольную особенность решения, имею­

щую аналитическое описание. Такой способ уже давно применяется в методе ко­

нечных элементов [6]. Идея подхода состоит в том, чтобы при наличии аналитиче­

ского описания особенности непосредственно ввести его в дискретизацию. Этот

подход был также исследован и для метода конечных объемов [7]. В диссерта­

ции данная идея обобщена и применена для корректного учета распределенных
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источников (нагнетательных и эксплуатационных скважин для уравнения филь­

трации), пересекающих произвольным образом ячейки расчетной сетки.

Второй подход, разработанный и исследованный в диссертации, связан

с моделированием диффузионных процессов в средах с сильно контрастными

включениями. Сильно контрастные включения являются подобластями, в ко­

торых тензор диффузии достаточно сильно отличается от тензора диффузии в

остальной области. Во второй главе рассматривается построение простого пре­

добуславливателя, использование которого в итерационных методах исключает

зависимость их скорости сходимости от скачков коэффициента диффузии. При

дополнительных ограничениях, таких как отсутствие общей границы у включе­

ний с контрастным коэффициентом диффузии, метод обеспечивает эффективное

распараллеливание процесса итерационного решения линейных систем.

Детальный учет влияния скважин на фильтрационные течения имеет опре­

деляющее значение при моделировании нефтяных месторождений. Данная тема

получила развитие в то же время, что и численные модели нефтегазодобычи. Раз­

работка моделей для учета скважин велась с начала второй половины двадцатого

века [8]. При использовании метода конечных объемов для дискретизации одной

из задач является расчет потока между скважиной и ячейкой в том случае, ко­

гда известны давление в расчетной ячейке и давление в скважине. В начале се­

мидесятых годов В.Б. Андреевым и С.А. Кряквиной [9] была предложена схема,

аппроксимирующая поток из скважины, как разность давлений со специальным

коэффициентом, рассчитываемым из условий задачи и расчетной сетки. В 1978

году аналогичную модель предложил Дональд Писман [10]. Его основная идея

также заключается в том, чтобы ввести линейную зависимость между давлением

на скважине (так называемым забойным давлением) и давлением в ячейке и вве­

сти величину, известную как эквивалентный радиус. Данный подход давал воз­

можность при известном забойном давлении рассчитать поток между скважиной

и ячейкой. Изначально эта идея была сформулирована для равномерных квадрат­

ных сеток и изотропной среды, но потом была обобщена на течения в анизотроп­

ной среде [11], а также для потоков, не описываемых законом Дарси [12]. Данный
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метод до сих пор широко применяется ввиду простоты реализации и независимо­

сти от схем дискретизации [13–15] как в методе конечных объемов, так и в других

методах [16] для разнообразных типов скважин [17, 18], а также для течений, не

описываемых законом Дарси на неструктурированных сетках [19]. Необходимо

отметить, что в последней работе для нахождения эквивалентного радиуса реша­

ется локальная подзадача в ближайшей окрестности скважины. Однако во всех ва­

риантах реализации метода предполагается прохождение скважины через центр

ячейки. Альтернативой методу Писмана является подход, в котором в некоторой

области вокруг скважины решается специальная подзадача, после чего получен­

ные данные используются при расчете основной задачи методом конечных объе­

мов [20], или методом конечных суперэлементов [21]. Необходимо отметить так­

же, что при использовании метода конечных элементов для дискретизации задачи,

задание потока между скважиной и расчетной областью также может потребовать

специальной постановки задачи и использования особых граничных условий для

более эффективного решения задачи, как описано, например, в [22, 23].

Подход, лежащий в основе предложенного метода, был предложен в 1994

году ДидьеромЮДингом [7] и далее усовершенствован в работах [24, 25]. В даль­

нейшем этот подход был развит в работе [26], где и был получен второй порядок

сходимости решения. Однако при этом накладывались существенные ограниче­

ния как на расчетную сетку, так и на саму модель скважины. В частности, сетка

предполагалась тетраэдральной и построенной таким образом, чтобы скважина

проходила через ребра используемой сетки.

В диссертации предлагается новый метод учета скважины на произволь­

ной многогранной сетке и произвольного прохождения скважины через ячейки

многогранной расчетной сетки [27–29]. Как и в работах [25, 26], он основыва­

ется на идее включения аналитической функции непосредственно в дискретиза­

цию. Предлагаемый метод представляет собой линейную многоточечную схему,

построенную по принципам, описанным в работе [30]. Однако вместо триплета,

то есть трех векторов, участвующих в разложении, восстанавливающем потоки на

каждой грани, в данном методе используются четыре вектора и, соответственно,
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четыре коэффициента в разложении. Четвертый коэффициент отвечает за анали­

тическуюфункцию, которая зависит от учитываемой особенности решения. Такая

совокупность четырех векторов называется квадруплетом. Потоки из скважины

в ячейку также рассчитываются при помощи аппроксимации квадруплетами. В

первой главе дано описание построения линейной многоточечной схемы при по­

мощи квадруплетов, а также представлены эксперименты с различным тензором

диффузии, в частности, изотропный и анизотропный случаи, а также эксперимен­

ты для случая нескольких скважин и частично перфорированной скважины. Для

численного исследования свойств нового метода, он был внедрен в программную

платформу INMOST.

Во второй главе предложен способ построения предобуславливателя для

матрицы конечно­элементной дискретизации уравнения диффузии с сильно кон­

трастными включениями. Для решения задач, связанных с уравнениями диффу­

зии, основным инструментом являются итерационные методы, использующие

пространства Крылова. Это, в первую очередь, методы сопряженных и бисопря­

женных градиентов [31, 32], а также обобщенный метод минимальных невязок

[31, 33, 34]. Метод сопряженных градиентов был предложен в 1952 году [35, 36].

Он изначально был сформулирован как точный метод решения системы с сим­

метричной положительно определенной матрицей, но позднее стал применяться

именно как итерационныйметод [37]. Развитием метода сопряженных градиентов

можно считать стабилизированный метод бисопряженных градиентов [38], при­

меняемый для произвольных квадратных невырожденных матриц. Однако одна

его итерация требует двух умножений матрицы на вектор, что повышает вычисли­

тельную сложность каждой итерации [31, 39]. Отдельно следует упомянуть обоб­

щенный метод минимальных невязок, известный в настоящее время как GMRES

[40], первая версия которого была предложена и обоснована Ю.А. Кузнецовым

в 1968 году [33, 34]. Этот метод, в отличие от метода сопряженных градиентов,

требует хранения в памяти набора векторов, число которых увеличивается про­

порционально размерности пространств Крылова. Более детальное описание ис­

тории создания и развития итерационных методов, основанных на пространствах
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Крылова приведено в [41]. Также следует отметить, что решение задач с высо­

соконтрастными включениями может производиться не только при помощи ме­

тодов, использующих пространства Крылова, но и при помощи многих других,

например, метода фиктивных областей [42], для которого также доказана незави­

симость скорости сходимости от скачка коэффициентов, однако на каждом шаге

итерационного процесса необходимо решать уравнение Пуассона.

Сама идея предобуславливания системы линейных уравнений для ускоре­

ния итерационного решения была высказана еще Аланом Тьюрингом [43]. Уже в

середине прошлого века проводились исследования по созданию различных пре­

добуславливателей [44, 45]. В настоящее время многократно выросло количество

методов предобуславливания [46, 47]. Одной из первых идей было применение

предобуславливателя Якоби, который не только прост в реализации, но и эффек­

тивен в ряде случаев [48, 49]. Также необходимо отметить почти идеальную па­

раллелизуемость этого метода. Тем не менее, он не всегда оказывается эффекти­

вен для решения сложных задач.

Другой широко применяемой группой предобуславливателей являются раз­

личные варианты неполногоLU разложения матрицы, или разложения Холецкого

в симметричном случае. Сама идея неполной факторизации была высказана еще

в пятидесятых годах [44, 45]. В качестве предобуславливателя такое разложение

начали использовать в середине семидесятых годов [50], после чего было предло­

жено и исследовано большое число различных методов [51–54], было проведено

как их теоретическое обоснование [55], так и предложены практические методи­

ки по реализации предобуславливателей типа ILU [56, 57]. В настоящее время

существуют не только теоретические описания данного семейства методов [58],

но и готовые библиотеки программ, предоставляющие возможность использовать

эти алгоритмы [59–63].

Еще одним эффективным способом предобуславливания является многосе­

точный метод. Идея этого метода была высказана в 60­годах Р.П. Федоренко [64] и

Н.С. Бахваловым [65]. Позднее, многосеточный метод стал использоваться в каче­
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стве метода предобуславливания в виде алгебраического многосеточного метода

[41, 66–68].

Метод декомпозиции области также является одним из важнейших подхо­

дов, на основе которых происходит построение предобуславливателей. Идеи, свя­

занные с методом декомпозиции области, были высказаны В.И. Агошковым и

В.И.Лебедевым в работах [69–72]. Необходимо также отметить работу А.М. Ма­

цокина и С.В. Непомнящих [73], которая заложила основу использования адди­

тивного методаШварца при разработке параллельных предобуславливателей [74,

75]. Более полный обзор методов декомпозиции области приведен в [76].

Метод, представляемый во второй главе диссертации, использует подход

построения каркасного пространства, предложенный в статье [77] для построения

блочно­двухуровневого предобуславливателя в случае отсутствия общей грани­

цы между включениями. Блочно­двухуровневый предобуславливатель включает

диагональную матрицу и совокупность одноранговых матриц, каждая из которых

соответствует одному включению. Данный вид предобуславливателя был сфор­

мулирован в [78], реализован и протестирован в [79, 80]. Было подтверждено, что

при его использовании количество итераций метода сопряженных градиентов не

зависит от скачка коэффициентов диффузии. Было также проведено сравнение

предложенного предобуславливателя с другими эффективными методами и под­

тверждены его хорошая параллелизуемость и быстродействие. Для сравнения с

другими методами блочно­двухуровневый предобуславливатель был внедрен в

программный комплекс INMOST.

Целью данной работы является разработка методов решения уравнения

диффузии в средах с контрастными включениями и с учетом особенностей от рас­

пределенных источников (скважин).

Для достижения поставленной в данной работе цели были решены следую­

щие задачи:

1. Разработать метод конечных объемов приближенного решения уравне­

ния диффузии с учетом особенностей от распределенных источников

(скважин), обладающий вторым порядком аппроксимации.
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2. Разработать и исследовать параллельный метод для приближенного ре­

шения задачи диффузии в средах с высококонтрастными включениями.

Научная новизна:

1. Впервые был предложен метод учета произвольной аналитической функ­

ции особенности в методе конечных объемов при учете особенностей от

распределенных источников (скважин) в задачах диффузии.

2. Впервые был предложен блочно­двухуровневый предобуславливатель,

который обеспечивает независимость скорости сходимости от скачков

коэффициента диффузии.

Практическая значимость данной диссертации заключается в разработке

нового метода включения произвольной функции особенности в метод конечных

объемов, а также в предложении нового варианта предобуславливателя с проек­

торами для решения задач диффузии в высококонтрастных средах.

Основные положения, выносимые на защиту.

1. Метод учета особенности решения, порождаемой распределенными ис­

точниками (скважинами), в задачах диффузии.

2. Параллельный блочно­двухуровневый предобуславливатель для итера­

ционного решения систем с матрицами жесткости, порождаемыми в за­

дачах диффузии с высококонтрастными включениями.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на:

на российско­немецком семинаре ”German­Russian Workshop on Mathematical

Modelling in Medicine and Geophysics”в 2016 году, междунарродой конференции

“ECMOR” в 2017 году, на “Всероссийской конференции­школе молодых иссле­

дователей Абрау­Дюрсо” в 2017 году, на международной конференции “Russian

Supercompiting days” в 2018 году, на третьем и пятом международных семинарах

“Numerical methods and applications in Earth and life science” в городе Сьон в 2017

и 2019 годах, а также на семинаре в Институте прикладной математики им. М.В.

Келдыша Российской академии наук и на семинаре в Вычислительном центре

имени А. А. Дородницына Российской академии наук.
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Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 6 пе­

чатных изданиях, 3 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК, 3 ––

в тезисах докладов.

В совместных работах автор участвовал в разработке методов и алгоритмов,

реализовывал методы и проводил численные эксперименты.

Объём и структура работы. Диссертация состоит из введения, двух глав и

заключения. Полный объём диссертации составляет 94 страницы, включая 23 ри­

сунка и 24 таблицы. Список литературы содержит 93 наименования.
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Автор выражает искреннюю благодарность Ю. В. Василевскому за научное

руководство диссертацией, Ю. А. Кузнецову за научное консультирование, все­
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Глава 1. Метод учета особенности от распределенных источников в уравнении
диффузии

1.1. Постановка задачи

Пусть Ω — трехмерная область с кусочно­гладкой границей Γ = ΓN ∪ ΓD.

Рассматривается стационарная задача диффузии. На части границы ΓD ставится

граничное условие Дирихле, на части границы ΓN — условие Неймана:

−∇ (D∇p) = frh в Ω,

p = g на ΓD,

− (D∇p) · n = 0 на ΓN

(1.1)

Здесь D(x) — симметричный положительно определенный тензор диффузии,

frh = frh(x) — функция источника, которая в общем случае принадлежит про­

странству L2, g(x) — функция граничного условия Дирихле, условие Неймана

предполагается однородным.

Введем в области Ω конформную сетку Ωh, состоящую из многогранных

ячеек.

Проинтегрируем уравнение (1.1) по ячейке сетки T ∈ Ωh.

−
∫
T

∇ (D∇p) dx =

∫
T

frhdx. (1.2)

По теореме Остроградского­Гаусса уравнение (1.2) можно записать в виде

−
∫
∂T

D∇p · nds =
∫
T

frhdx. (1.3)

Так как интегрирование производилось по многогранной ячейке, то интеграл в

предыдущем выражении можно записать в виде

−
∑
fi∈T

∫
fi

D∇p · nds =
∑
fi∈T

∫
fi

u · nds =
∫
T

frhdx, (1.4)
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где fi — грани ячейки et.

В методе конечных объемов проводится дискретизация путем приближения

интегралов в уравнении (1.4) различными методами.

1.2. Нелинейная двухточечная схема для метода конечных объемов

В данном разделе кратко описана нелинейная монотонная двухточечная схе­

ма дискретизации для метода конечных объемов. В данной схеме дискретизации

потока для каждой пары ячейка–грань ищется специальная тройка линейно неза­

висимых векторов, называемая триплетом. Векторы строятся из точки колокации

данной ячейки (ее барицентра), до точек колокации в соседних ячейках (их бари­

центров), как показано на рисунке 1.1. В некоторых случаях для нахождения точек

колокации также могут потребоваться центры граней и ребер, подробнее см. [81].

Триплет выбирается таким образом, чтобы по нему можно было разложить

вектор конормали ℓf = D · nf так, что

ℓf = α t1 + β t2 + γ t3, (1.5)

где коэффициенты α, β и γ являются неотрицательными, см. [30].

В рассматриваемой схеме нормальная компонента потока является произ­

водной по направлению вдоль конормали. Она может быть представлена как сум­

ма трех производных вдоль векторов {t1,t2,t3}, которые могут быть приближены

с помощью формулы центральных разностей:

(−uf · nf)+ = α+ (p+,1 − p+) + β+ (p+,2 − p+) + γ+ (p+,3 − p+) + O(h). (1.6)

Для противоположной ячейки T− относительно той же грани f можно про­

вести аналогичную процедуру поиска триплета, представления конормали и, со­

ответственно, аппроксимацию потока в виде другой суммы:

(uf · nf)− = α− (p−,1 − p−) + β− (p−,2 − p2) + γ− (p−,3 − p−) + O(h). (1.7)
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Рисунок 1.1 — Два представления для вектора конормали ℓ1 = −ℓ2 = D · nf в двумерном случае.

Взяв линейную комбинацию уравнений (1.6) и (1.7) с неотрицательными коэффи­

циентами µ+ и µ− получаем аппроксимацию потока через грань:

uf · nf = µ+ u+ · nf + µ− u− · nf + O(h)

= µ+

(
α+ + β+ + γ+

)
p+ − µ−

(
α− + β− + γ−

)
p−

− µ+

(
α+p+,1 + β+p+,2 + γ+p+,3

)
+ µ−

(
α−p−,1 + β−p−,2 + γ−p−,3

)
+ O(h).
(1.8)

Для аппроксимации потока используется выпуклая линейная комбинация

µ+ и µ−:

µ+ + µ− = 1. (1.9)

Данная схема в общем случае является многоточечной. Для построения двухто­

чечной нелинейноймонотонной схемыможно избавиться от неизвестных для дав­

ления в формуле (1.8) путем подбора коэффициентов µ+ и µ−:

− µ+d+ + µ−d− = 0, (1.10)

где d± = α′
± p±,1+β

′
± p±,2+γ

′
± p±,3. Коэффициенты подбираются таким образом,

чтобы суммарный вклад всех ячеек, кроме двух, соседствующих через грань f ,

был равен нулю.
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Финальная формула для дискретизации потока будет выглядеть следующим

образом:

uf · nf = M+p+ −M−p−, (1.11)

гдеM± = M±(p) = µ±(p)
(
α′
± + β′

± + γ′±

)
.

Постановка (1.11) в (1.4) порождает систему нелинейных алгебраических

уравнений относительно переменной p.

Было показано [30], что сходящийся метод Пикара решения нелинейной си­

стемы порождает М­матрицы, поэтому все итерационные приближения являются

неотрицательными векторами, что обеспечивает неотрицательность дискретного

решения. Также следует отметить, что в случаеK­ортогональных сеток совпадает

с традиционной линейной двухточечной схемой дискретизации потока.

1.3. Схема нелинейной коррекции в методе конечных объемов

В данном разделе описана схема нелинейной коррекции [27] в методе ко­

нечных объемов [81]. Для этого рассмотрим область вокруг скважины и модифи­

цируем схему [30] так, чтобы учесть сингулярность, порождаемую скважиной.

Рисунок 1.2 — Логарифмическая сингулярность для области вокруг скважины.

Пусть в каждой ячейке вблизи скважины давление представимо в виде сум­

мы линейной и нелинейной части:
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pT = a x+ b y + c z + d︸ ︷︷ ︸
plin

+ e F (x,y,z)︸ ︷︷ ︸
pF

, (1.12)

где F (x,y,z) — функция, описывающая сингулярность, а a,b,c,e — некие неиз­

вестные коэффициенты, которые необходимо найти. Например в изотропном од­

нородном случае F (x,y,z) = ln(r̄(x,y,z)), где r̄(x,y,z) — расстояние между точ­

кой (x,y,z) и осью скважины.

Тогда разложение (1.12) можно подставить в уравнение (1.4):∫
f

u · nfdS = −
∫
f

(D∇pT ) · nf dS

= −
∫
f

(D∇plin) · nf dS −
∫
f

(D∇pF ) · nfdS. (1.13)

При построении схемы не накладывается никаких ограничений на прохож­

дение скважины через ячейки расчетной сетки. Учитывая этот факт, а также то,

что метод формулируется для ячеек произвольной формы, можно предположить,

что тензор будет диагональным, D = diag (dx, dy, dz). В противном случае расчет­

ную сетку можно повернуть таким образом, чтобы диагонализовать тензор D.

При использовании (1.12) и (1.13), выражение для интегрального нормаль­

ного потока может быть представлено следующим образом.:

qf =

∫
f

u · nfdS = −
∫
f

D
( a

b
c

)
· nfdS − e

∫
f

(D∇F (x,y,z)) · nfdS

= al1 + bl2 + cl3 + el4. (1.14)

Интегралы для l1, l2 и l3 могут быть вычислены аналитически. Интеграл

для l4 также может быть вычислен аналитически для некоторых случаев располо­

жения скважины относительно грани, вида сетки и тензора диффузии [26], но в

общем случае необходимо использовать численное интегрирование. В настоящей

работе была использована кубатурная формула 13 порядка. Интегралы li зависят

только от сетки, расположения скважины и тензора диффузии, то есть могут рас­

считываться один раз при подготовке к решению, в то время как коэффициенты

(a,b,c,e) восстанавливаются из решения в соседних ячейках.
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Для восстановления этих коэффициентов используется подход, аналогич­

ный [30], но вместо набора из трех векторов (триплет) вводится новый набор из

четырех векторов (квадруплет). В этом случае при построении приближения вы­

бираются четыре соседние точки колокации, используя которые можно построить

разложения, аналогичные (1.6), (1.7).

Пусть T+ и T− — ячейки, соседствующие через грань f : обозначим бари­

центры этих ячеек x+ и x−. Точки xi составляют квадруплет, а соответствующие

давления в этих точках обозначены pi = p(xi) и p± = p(x±). Предположим, что

представление (1.12) с коэффициентами a, b, c, e верно для каждой точки в квад­

руплете. Тогда, вычитая значения давления в центре ячейки T+ из значения в точ­

ках колокации и объединяя уравнения в систему, можно получить:


p1 − p+

p2 − p+

p3 − p+

p4 − p+

 =


x1 − x+ y1 − y+ z1 − z+ F1 − F+

x2 − x+ y2 − y+ z2 − z+ F2 − F+

x3 − x+ y3 − y+ z3 − z+ F3 − F+

x4 − x+ y4 − y+ z4 − z+ F4 − F+


︸ ︷︷ ︸

Q



a

b

c

e


= Q



a

b

c

e


, (1.15)

где F∗ := F (x∗,y∗,z∗). Отметим, что поиск точек колокации для квадруплета про­

изводится в два этапа: сначала находится триплет, а после ищется четвертая точка

колокации таким образом, чтобы детерминант матрицы Q был не равен нулю и

максимален по модулю. В случае, если такая четвертая точка колокации не была

найдена при обходе окрестных барицетров, в область поиска добавляются центры

граней и, если необходимо, ребер.

Решая систему (1.15), получим коэффициенты a+, b+, c+, e+ для ячейки T+:

a+ =
∑
j

(pj − p+) m1,j, b+ =
∑
j

(pj − p+)m2,j, (1.16)

c+ =
∑
j

(pj − p+) m3,j, e+ =
∑
j

(pj − p+)m4,j,

где mi,j — элементы обратной матрицы из M = Q−1. Таким же образом можно

построить аппроксимацию для a−, b−, c−, e− из ячейки T−.
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Подставляя (1.16) в уравнение (1.14) можно получить:

q± = ±
∫
f

u · nfdS (1.17)

= ±
[
l1

∑
j

(pj − p±)m
±
1,j + l2

∑
j

(pj − p±)m
±
2,j

+ l3
∑
j

(pj − p±)m
±
3,j + l4

∑
j

(pj − p±)m
±
4,j

]
или

q± = ±
[∑

j

pj
∑
i

lim
±
i,j︸ ︷︷ ︸

k±j

−p±
∑
j

∑
i

lim
±
i,j︸ ︷︷ ︸

k±j

]

= ±
(∑

j

k±j (pj − p±)
)
. (1.18)

Окончательная аппроксимация потоков получается при сложении q+ и q−.

qf = µ+

(∑
j

k+j (pj − p+)
)

− µ−

(∑
j′

k−j′ · (pj′ − p−)
)
. (1.19)

В настоящей работе были выбраны коэффициенты µ+ = µ− = 1/2. Данный ва­

риант коэффициентов µ+,µ− был выбран из соображений удобства и простоты.

1.3.1. Схема Писмана учета скважины при моделировании подземных течений

Модель Писмана является одной из первых моделей, использованных для

учета скважины при моделировании течений в пористых средах. В первоначаль­

ной постановке она была сформулирована для квадратных сеток в рамках метода

конечных разностей. Предполагалось, что скважина вертикальная и совершенная,

то есть бесконечная и перфорирована равномерно по всей длине, а также про­

ходит через центр ячейки. В этом случае можно воспользоваться формулой так

радиального течения (формулой Дюпуи) [10]:

p = pw − qw
2πdhw

ln
(

r

rw

)
. (1.20)
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В этой формуле переменная p обозначает давление в некой точке простран­

ства вне скважины, r — расстояние от точки до оси скважины, тензор диффузии

скалярный D = dI, а d— коэффициент диффузии, pw — давление в скважине, qw
—поток из скважины, hw — глубина проницаемой части скважины, rw — радиус

скважины.

r
w

r
c

h
w

q
w

Рисунок 1.3 — Радиальный поток из скважины.

Рассмотрим ячейку, через центр которой проходит скважина, а также 4 со­

седних ячейки, см. рисунок 1.4.

p
0

p
2

p
1

p
3

p
4

Рисунок 1.4 — Пример сетки, используемой для выведения формулы Писмана.



20

Используя классическую двухточечную схему дискретизации, можно запи­

сать уравнение:

dhw(4p0 − p1 − p2 − p3 − p4) = qw. (1.21)

Учитывая симметрию решения, это уравнение можно переписать как

(p0 − pi) =
qw

4dhw
. (1.22)

С помощью уравнения (1.20), а также учитывая, что до центра соседней ячейки

расстояние равно шагу сетки (r = h), можно вывести:

p0 = pw − qw
2πdhw

ln
(

h

rw

)
+

qw
4dhw

= pw +
qw

2πdhw
ln
( rw
αh

)
,

где α = e−π/2. После этого формула Писмана для расчета потока из скважины в

ячейку (или наоборот) может быть выписана следующим образом

q = (p0 − pw) ·
2πdhw

ln (αh/rw)
= (p0 − pw) ·WI, (1.23)

где

WI =
2πdhw

ln (αh/rw)
(1.24)

называется индексом скважины.

Для более сложных случаев, таких как анизотропные коэффициенты диф­

фузии, есть свои варианты индекса скважины:

WIani =
2πdhw

√
dxdy

ln (re/rw)
, (1.25)

где

re =
0.14

√√
dy/dxh2 +

√
dx/dyH2

0.5
(

4
√

dy/dx +
4
√

dx/dy

) .

Эти обобщения формулы Писмана применимы только при специальном располо­

жении скважины, а также при использовании специального вида сеток. В настоя­

щей работе предложена схема учета скважины, для произвольного расположения

скважины в многогранной ячейке неструктурированной сетки.
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1.3.2. Метод расчета потока из скважины в область Ω

Сформулируем альтернативу методу Писмана [10] для расчета потока из

скважины в ячейку.

Исходная формула Писмана была выведена при использовании двух клю­

чевых предположений:

– поток из скважины равен суммe линейных потоков через грани;

– формула (1.23) выводится в предположении совершенной вертикальной

скважины, вокруг которой во всех соседних ячейках давление задается

формулой Дюпуи.

Предлагаемый подход позволяет рассматривать более общий случай, когда

скважина не проходит через центр ячейки. Для каждой ячейки находится допол­

нительная точка, которая располагается на скважине, как показано на рисунке

1.5, и в которой давление прямо пропорционально зависит от забойного давле­

ния на скважине, а в простейшем случае — равно этому давлению. При расчете

для каждого квадруплета, точки внутри скважины проектируются на поверхность

скважины. На рисунке 1.5 показаны два различных набора векторов. Набор сле­

ва построен с использованием точек колокации в барицентрах, тогда как набор

векторов справа построен с использованием дополнительной точки колокации

на скважине. Для построения потока из скважины в ячейку, были использованы

квадруплеты, построенные по принципу, проиллюстрированному на рисунке 1.5

справа. Используя эту точку для получения давления p+ и для построения квад­

руплетов, по той же схеме, что и в разделе1.3, и рассматривая только исходящий

поток (µ+ = 1,µ− = 0) в (1.19), можно построить дискретизацию потока из сква­

жины.

При известном забойном давлении на скважине составленные таким обра­

зом потоки также добавляются в общую матрицу. Если же задан поток из сква­

жины и стоит задача найти забойное давление на ней, то для скважины вводится

дополнительная степень свободы.
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Рисунок 1.5 —Шаблоны для расчета давления по схеме нелинейной коррекции (слева) и допол­
нительный шаблон для взаимодействия между ячейкой и скважиной (справа).

frh = µ+

(∑
j

k+j (pj − pw)
)

− µ−

(∑
j′

k−j′ · (pj′ − pcell)
)
. (1.26)

В настоящей работе были выбраны µ+ = 1 и µ− = 0, то есть:

frh =
∑
f

[(∑
l

k+l (pl − pw)
)]

, (1.27)

где коэффициентыпри неизвестных pl добавляются в матрицу, а
∑

f

(∑
l k

+
l (pw)

)
— в правую часть.

1.4. Варианты функций особенности решения

В данном разделе приведены различные варианты аналитических функций

F из (1.12), которые были использованы в экспериментах в качестве нелинейной

поправки для решения. Каждая функция была применена для определенного экс­

перимента.
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1.4.1. Изотропный случай

Изотропный случай является наиболее известным и хорошо изученным.

В случае, если рассматривается совершенная скважина в изотропной среде, то

для описания особенности в качестве F из (1.12) можно применить формулу

F (x,y,z) = ln(r), где r(x,y,z)— расстояние от оси скважины до нужной нам точ­

ки. В этом случае аналитическое решение для уединенной совершенной скважины

описывается выражением (1.20).

Отметим, что данная функция была использована Писманом при выведении

классического выражения для индекса скважины WI.

Для данного случая, а также при использовании треугольно­ или

многоугольно­призматических сеток возможен упрощенный расчет интеграла

l4 из (1.14). При описаных допущениях интеграл пропорционален углу, под ко­

торым видно данную грань из скважины. Данный способ расчета интеграла l4

детально описан в работе [26].

1.4.2. Анизотропный случай

Рассмотрим случай с однородным анизотропным тензором диффузии для

случая изолированной совершенной скважины. Для простоты вначале будет рас­

смотрен двумерный случай анизотропного тензора, что эквивалентно задаче, в

которой ось скважины сонаправлена с одной из осей тензора. Во второй части

раздела будет дан способ приведения произвольного тензора с двумерному слу­

чаю при помощи предположения о совершенности скважины.

Рассмотрим анизотропный случай в двумерной области с D = diag(dx,dy)

и dy > dx. Такая задача была исследована в [11]. Используя эту работу, приведем
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основные шаги по получению аналитической функции F , которая будет служить

нелинейной поправкой к решению.

Проведем процедуру замены системы координат:

x′ =

(
dy
dx

)1/4

x, y′ =

(
dx
dy

)1/4

y. (1.28)

В новой системе координат тензор диффузии становится изотропным, однако в

этом случае как сетка, так и скважина изменят свою конфигурацию. Скважина в

данном случае будет представлена в виде цилиндра с эллиптическим сечением.

Для корректного описания скважины перейдем в эллиптические координа­

ты:

x′ = B cosh (ρ) cos (φ) , y′ = B sinh (ρ) sin (φ) , (1.29)

где B =
√
r2w(dy − kdx)/(dxdy)1/2 — коэффициент для эллиптической системы

координат (получен в [11]), а rw — радиус скважины.

В координатах (ρ,φ) аналитическое решение выписывается в виде:

p = pw − qw

2π
√

dxdy
(ρ− ρw) . (1.30)

Эллиптическая координата ρ может быть получена из (1.29):

ρ = arcсosh

√√
x′2 + (y′ −B)2 +

√
x′2 + (y′ +B)2

4B2
. (1.31)

Функция, описывающая сингулярность выражается уравнением (1.31) при

использовании преобразования координат (1.29). Интеграл

l4 = −
∫
f

D∇F (x,y) · nfdS = −
∫
f

v · nfdS (1.32)

l4 в (1.14) рассчитывается при помощи численного интегрирования кубатурной

формулой 13 порядка.

В этом уравнении вектор v = D∇F (x,y) в эллиптических координатах мо­

жет быть представлен следующим образом:

v =

vx

vy

 =


dx

4
√

dy
dx

sinh ρ cosφ

B(sinh2 ρ+sin2φ)

dy 4
√

dx
dy

cosh ρ sinφ

B(sinh2 ρ+sin2φ)

 . (1.33)
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Двумерное приближение для трехмерного случая может быть применено в

силу того, что скважина бесконечна и равномерно перфорирована по всей длине.

В общем случае тензор диффузии может быть полным и ось скважины может

быть не направлена вдоль какой­либо оси тензора. В таком случае суммарный

поток вдоль скважины в любой точке в ее окрестности равен нулю. Из­за этого

можно не учитывать составляющую потока вдоль ее оси, а рассматривать только

составляющую, перпендикулярную этой оси, как показано на рисунке 1.6. В ре­

зультате возможно использовать двумерную проекцию D′
xy тензора диффузии на

плоскость, перпендикулярную оси скважины.

Для нахождения двумерной проекции тензора диффузии необходимо най­

ти такое преобразование, которое бы повернуло скважину параллельно одной из

осей координат, а потом в матрице тензора диффузии рассмотреть подматрицу,

соответствующую остальным двум осям. Можно записать следующий алгоритм

(Алгоритм 1):

Алгоритм 1 Получение D′
xy

1: Найти такое вращение, после которого ось скважины была бы направлена
вдоль какой­либо из осей координат. Пусть в нашем случае вдоль оси Oz.

2: Найти тензор D′ в новых координатах.
3: Для получения тензораD′

xy взять подматрицу тензора размера 2, отвечающую
за оси, перпендикулярные оси скважины (см рисунок 1.6). В нашем случае это
плоскость xOy.

4: Провести диагонализацию этой подматрицы, получая необходимые коэффи­
циенты d′x и d′y.

Полученные коэффициенты d′x и d′y могут быть использованы в выражении

(1.30) для получения аналитического решения в новых координатах . Интеграл ℓ4
в этом случае рассчитывается тем же способом, что и в (1.32).
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Рисунок 1.6 — Наклонная скважина в анизотропной среде.

1.4.3. Частично перфорированная скважина

Совершенные скважины, которые были бы бесконечными и равномерно

перфорированными по всей длине, являются идеализацией. В реальных задачах

необходима поправка, которая бы корректно описывала решение рядом с перфо­

рированным участком скважины конечного размера.

Рассмотрим сегмент скважины [A,B], внутри которого она является равно­

мерно перфорированной, а за его пределами перфорация отсутствует, и предполо­

жим, что радиус скважины мал по сравнению с длиной данного сегмента. Пусть

тензор диффузии также будет изотропным: D = dI, A = (0,0, − L), B = (0,0,L).

Тогда можно рассматривать скважину как отрезок с постоянной плотностью пото­

ка q/2L. Рассмотрим некоторую бесконечно малую часть перфорированного сег­

мента скважины, как точечный источник∆q = q∆l/2L. Поток на расстоянииR от

этой части будет направлен от сегмента скважины и равен по модулю следующей

величине [82]:

|∆u| = ∆q

4π

1

R2
, (1.34)
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где ∆u — вектор потока через бесконечно малый телесный угол.

Если рассматривается точка на расстоянии r от оси скважины и на высоте z

от средней точки сегмента скважины, то расстояниеR от бесконечно малой части

сегмента будет равно

R =

√
r2 + (z − l)2, (1.35)

где l — расстояние от средней точки сегмента до этой бесконечно малой части

скважины, см. рисунок 1.7.

r

z

(v  , v  )
r       z

l

dl

L

−L

R

B

A

Рисунок 1.7 — Поток от бесконечно мало части сегмента скважины.

Компоненты вектора ∆u = (∆ur,∆uz)
T в точке (r,z) выражаются следую­

щими формулами:

∆ur = |∆u| r
R
, ∆uz = |∆u| z − l

R
. (1.36)

Поток u(r,z) = (vr,vz)
T можно представить как сумму всех потоков от всех

бесконечно малых частей скважины. Интегрируя (1.36) по сегменту [A,B], полу­

чаем следующие выражения для компонент вектора u:
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vr =

L∫
−L

q r

8LπR3
dl =

q

8Lπ

l − z

r
√
r2 + (z − l)2

∣∣∣∣L
−L

=
q

8Lπ

 L− z

r
√

r2 + (z − L)2
+

L+ z

r
√

r2 + (z + L)2

 , (1.37)

vz =

L∫
−L

q (z − l)

8LπR3
dl =

q

8Lπ

1√
r2 + (z − l)2

∣∣∣∣L
−L

=
q

8Lπ

 1√
r2 + (z − L)2

− 1√
r2 + (z + L)2

 .

На следующем шаге можно найти поле p(r,z) такое, что −d∇p = u(r,z), то

есть −d∂p
∂r = vr

−d∂p
∂z = vz

 (1.38)

В результате интегрирования двух уравнений по r и по z соответственно можно

найти функцию, которая описывает решение задачи

p = C − F (r,z), (1.39)

где функция F выражается следующим образом:

F (r,z) =
q

8Lπ d
[2 ln r −

ln
(√

r2 + (L− z)2 + (L− z)

)
−

ln
(√

r2 + (L+ z)2 + (L+ z)

)]
, (1.40)

а C — константа, зависящая от длины сегмента, его радиуса и забойного давле­

ния в этом сегменте. Она может быть найдена при помощи фиксации давления

pw на поверхности скважины в точке с координатами (rw, 0). После этого можно

выписать итоговое аналитическое решение, которое будет применяться для учета
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частично перфорированной скважины:

p = pw − q

8Lπ d

[
ln

r2

L− L+
− ln

r2w
L+

√
r2w + L2

]
, (1.41)

где L± = L± z +
√
r2 + (L± z)2.

Отметим также, что решение (1.41) стремится к решению для совершенной

скважины при L → ∞.

1.5. Численные эксперименты

Для верификации представленного подхода, были проведены эксперименты

для задач с известными решениями. Были рассмотрены различные случаи коэф­

фициента диффузии и формы ячеек, а также рассмотрен и исследован случай с

несколькими скважинами.

Все величины в экспериментах являются безразмерными. Поток из скважи­

ны выбирался равным 1, забойное давление — равным 2. На боковых границах

области установлены условия Дирихле, полученные из аналитического решения.

берзармерные величины были выбраны для более удобного и эффективного ис­

следования метода на модельных задачах.

Размер расчетной области 100 × 100 × 3 для вертикальной скважины и

100 × 100 × 12.5 для наклонной и частично перфорированной скважины, ради­

ус скважины rw = 0.01, тензор диффузии — диагональный, D = diag(dx,dy,dz).

Рассматриваются различные соотношения dy/dx. Для моделирования двумерно­

го случая рассматривается псевдодвумерная область сеткой размером N ×N × 1

ячейками с нулевыми условиями Неймана на верхней и нижней границах. Для

наклонной скважины на верхней и нижней границах были использованы усло­

вия Дирихле, как и на боковых границах. В области рассматривались различные

сетки, использование которых было вызвано необходимостью проверить эффек­

тивность метода для различных, в том числе и неструктурированных сеток.
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Во всех экспериментах использовались две схемы дискретизации: нелиней­

ная монотонная двухточечная схема (НМД­схема) из [30] и схема с нелинейной

коррекцией (НК­схема). Для учета скважины в схеме нелинейной коррекции ис­

пользовались три различных подхода. Для НМД­схемы при учете скважины ис­

пользовалась или формула Писмана, или же поток аналитического решения явно

учитывался как источник в правой части уравнения (1.1). ДляНК­схемыиспользо­

вался или метод из Раздела 1.3.2, или поток аналитического решения учитывался,

как источник в правой части уравнения (1.1).

Введем нормы ошибок, которые будут использоваться в численных экспе­

риментах. На рисунках изображена дискретная C­норма ошибки решения, кото­

рая приводится для каждой ячейки сетки и равна в ней модулю разницы решения

и аналитической функции, с которой проводилось сравнение.

В таблицах использовалась относительная L2­норма ошибки решения. Вве­

дем ее, рассмотрев в каждой ячейке задано аналитическое решение panl и реше­

ние, полученное какой­либо схемой psol. ТогдаL2­норма ошибки решения для всех

ячеек Ti принадлежащих сетке Ωh может быть выписана следующим образом

L2(sol) =

√√√√√√
∑

Ti∈Ωh

VTi
(panl − psol)2∑

Ti∈Ωh

VTi
(panl)2

(1.42)

Также в таблицах приведена ошибка потока εq, которая равна разнице аналитиче­

ского потока и потока, полученному по формулам (1.27) или (1.23), в зависимости

от примененного метода. Для проведения численных экспериментов была создана

численная реализация предложенных методов, внедренная в программную плат­

форму INMOST.
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1.5.1. Треугольно–призматические сетки

Рассмотрим псевдодвумерную призматическую сетку, которая составле­

на из одного слоя треугольных призм. Треугольная сетка в плоскости является

неструктурированной с выраженной анизотропией, как на рисунке 1.8. Сетка бы­

ла построена при помощи пакета Ani2D [63].

Рисунок 1.8 — Решение для нелинейной двухточечной схемы с подстановкой аналитического по­
тока из скважины.

Из­за неортогональности сеток метод учета скважины, предложенный

Писманом [10], не может быть применен в данном эксперименте. Поэтому для

нелинейной монотонной схемы метода конечных объемов используется поток из

скважины, задаваемый аналитическим решением.

В таблице 1 показаны результаты расчетов на построенной сетке для НМД­

схемы и НК­схемы для анизотропной треугольно–призматической сетки: относи­

тельнаяL2 норма дляНМД­схемы с аналитически заданным потоком из скважины

и для НК­схемы со схемой учета скважины в дискретизации, описанной в Разделе

1.3.2. Было проведено два варианта экспериментов. В первом варианте не исполь­
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зовалась схема для взаимодействия скважины и расчетной сетки, а вместо этого

просто бралось значение потока аналитического решения. Во втором случае ис­

пользовался метод из раздела 1.3.2.

Nc L2
НМД,А L2

НК,А L2
НК

324 1.1e­3 1.5e­10 5.7e­11
1296 5.7e­4 3.8e­11 1.1e­10
5184 2.7e­4 1.0e­9 8.3e­10

Таблица 1 — Относительная ошибка решения для треугольных неструктурированных сеток.

В данной таблице Nc обозначает количество ячеек в сетке. В столбце

L2
НМД,А данаL2­норма ошибки для эксперимента с использованиемНМД­схемы

и потоком, взятым из аналитического решения, в столбце L2
НК,А — L2­норма

ошибки для НК­схемы при использовании аналитического потока из скважины.

Результаты в таблице показывают, что при применении НК­схемы норма ошибки

решения падает почти до нуля. Это связано с тем, что НК­схема по построению

должна точно воспрозиводить аналитическое решение в том случае, если гранич­

ные условия Дирихле на боковых гранях поставлены в соответствии с этим ана­

литическим решением, а НК­схема используется во всей расчетной области.

Рисунок 1.9 — Ошибка нелинейной монотонной схемы метода конечных объемов (слева) и схем с
нелинейной коррекцией около скважины (справа) на треугольно–призматической
сетке.
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На рисунке 1.9 изображена ошибка при применени НМД­схемы иНК схемы

с приведенным в Разделе 1.3.2 методом взаимодействия скважины и расчетной

сетки. Как видно из рисунка 1.9, C­норма ошибки для НК­схемы равна нулю, что

говорит о точном воспроизведении аналитического решения.

1.5.2. Неортогональные гексаэдральные сетки

В этом эксперименте рассматриваются неортогональные гексаэдральные

сетки. Такие сетки строятся из кубических путем сдвига вершин в горизонтальной

плоскости на случайную величину с сохранением выпуклости ячеек, как изобра­

жено на рисунке 1.10. В данном эксперименте также невозможно использование

формулы Писмана, как и в предыдущем эксперименте.

Рисунок 1.10 — Решение для НК­схемы со схемой учета скважины в дискретизации на неортого­
нальной сетке, 100/66 = h.

В таблице 2 показаны результаты расчетов на неортогональных гексаэд­

ральных сетках: относительная L2­норма ошибки в решении НМД­схемы и L2­

норма ошибки НК­схемы со схемой учета скважины в дискретизации. Отметим,

что так же, как и в предыдущем эксперименте, были протестированы два вариан­

та НК­схемы, представленные в предыдущем разделе. НК­схема показывает по­

чти нулевую ошибку решения и является гораздо более точной, по сравнению с
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НМД­схемой. Также необходимо отметить, что для НМД­схемы было использо­

вано значение аналитического потока из скважины, что существенно улучшает

свойства решения для НМД­схемы.

h L2
НМД,А L2

НК,А L2
НК

100 /33 2.2e­4 4.7e­12 6.4e­12
100 /67 1.0e­5 1.5e­10 4.1e­11
100 /99 1.1e­5 2.2e­11 1.1e­10

Таблица 2 — Относительная ошибка решения для неортогональных гексаэдральных ячеек.

На рисунке 1.11 показаны поля ошибок решенияНМД­схемы конечных объ­

емов и НК­схемы со схемой учета скважины в дискретизации на неортогональной

сетке.

Рисунок 1.11 — Поле ошибки для НМД­схемы конечных объемов (слева) и НК­схемы со схемой
учета скважины в дискретизации (справа) на неортогональной сетке 67× 67× 1.

1.5.3. Двумерный изотропный случай, сдвинутая скважина

Рассмотрим сетку, состоящую из призм с квадратным основанием, а также

с вертикальной скважиной, сдвинутой относительно центра ячейки, через кото­

рую она проходит. Скважина сдвинута в плоскости xOy по диагонали на значение
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δ · d/2, где d — длина диагонали ячейки, а δ — переменный параметр. При та­

ком условии аналитическое решение задачи будет несимметричным относитель­

но центра ячейки со скважиной.

По построению любой метод, использующий идею Писмана учета скважи­

ны при помощи индекса скважины (WI), получает решение, симметричное отно­

сительно центра ячейки со скважиной. В отличие от них предлагаемый подход

дает несимметричное решение.

δ L2
НМД,А L2

НК,А L2
НМД,П L2

НК ε
НМД
q εНКq

0 1.4e­4 1.3e­11 1.8e­4 1.3e­11 5.0e­3 8.9e­11
0.1 1.5e­3 6.3e­12 1.5e­3 1.5e­11 5.0e­3 1.2e­10
0.3 5.6e­4 2.3e­11 5.8e­4 2.0e­11 5.0e­3 4.7e­10
0.5 7.1e­4 2.7e­11 7.1e­4 2.1e­11 5.0e­3 4.9e­10
0.7 1.1e­3 5.2e­11 1.1e­3 1.1e­11 5.0e­3 1.5e­9

Таблица 3 — Ошибки в потоке и решении для НМД­схемы и для НК­схемы на равномерной ку­
бической сетке 33× 33× 1 при различных значениях параметра δ.

Рисунок 1.12 — Решение для НК­схемы для сдвинутой скважины на кубической сетке.
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Для сравнения были использованы НМД­схема и метод Писмана для учета

скважины. Также проводились эксперименты с использованием НМД­ и НК­схем

при прямом учете потока из скважины, который брался из аналитического реше­

ния. В таблице 3 показаны результаты расчетов и относительнаяL2­норма ошибки

решения для обоих методов на равномерной квадратной сетке 33×33×1. Ошибки

считались по сравнению с аналитическим решением в области. Само аналитиче­

ское решение изображено на рисунке 1.12.

Рисунок 1.13 — Аналитическое решение, полученное при помощи НК­схемы в методе конечных
объемов на гексагональной призматической сетке при δ = 0.5.

Также был проведен аналогичный эксперимент на гексагональной призма­

тической сетке. На рисунке 1.13 изображен фрагмент решения на этой сетке. В

этом случае область являлась не прямоугольной и была заполнена гексагональны­

ми призмами. В таблице 4 показаны относительные L2­нормы ошибок в давлении

для случая НМД­схемы в методе конечных объемов и НК­схемы.

В обоих экспериментах НК­схема показывает гораздо меньшую ошибку в

решении по сравнению с НМД­схемой. Это связано с тем, что метод взаимодей­
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δ L2
НМД,А L2

НК
0 1.1e­4 8.2e­11
0.1 1.4e­3 2.0e­11
0.3 4.2e­3 1.0e­11
0.5 7.1e­3 1.1e­11

Таблица 4 — Ошибка в решении на гексагональной призматической сетке δ = 0.5.

ствия скважины и расчетной сетки, описанный в Разделе 1.3.2, явным образом ис­

пользует положение скважины, в то время как метод Писмана, использует усред­

ненный коэффициент, который не учитывает смещение скважины относительно

центра.

1.5.4. Двумерный анизотропный случай, гексаэдральная сетка

В следующем эксперименте используется гексаэдральная псевдо­двумерная

неортогональная сетка, которая была построена из одного слоя равномерной ку­

бической сетки путем сдвига вершин ячеек в случайном направлении в плоскости

xOy не более чем на 10% от шага ячейки h. Рассматривается анизотропный ко­

эффициент диффузии dx = 1, dy = 10, 100, 1000, 10000 для различных размеров

сетки N вдоль горизонтальной оси. В качестве аналитического решения исполь­

зовались выражения (1.30) и (1.31).

dy/dx L2
НМД,А L2

НК L2
НМД,А L2

НК εНКq

10 5.3e­4 1.9e­9 5.6e­2 2.0e­7 4.7e­7
100 1.7e­4 9.0e­9 5.9e­2 2.7e­6 1.3e­5
1000 9.0e­4 7.0e­8 8.0e­2 6.2e­5 6.6e­4
10000 4.0e­5 5.7e­8 1.1e­1 1.5e­3 1.7e­3

Таблица 5 — Ошибки потока и решения для НМД­схемы и для НК­схемы для анизотропного ко­
эффициента диффузии и гексаэдральной сетки 67× 67× 1.

Ошибки в потоке и решении для НМД­схемы и для НК­схемы в таблице 5

сравниваются для случаев с различной анизотропией. Из­за большой анизотро­
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пии изменения решения очень малы: p ∈ [1.995, 2.0] для dy/dx = 10000. Для

лучшего отображения ошибки, была предложена в данном случае специальная

норма L2, которая представляет из себя ошибку, нормализованную по отноше­

нию к ||panl − panl,min|| вместо ||panl||, где ||panl||— L2­норма решения для данной

ячейки, а ||panl − panl,min|| — норма разницы между аналитическим решением в

данной точке и минимальным значением решения в области Ω.

L2 =

√√√√√
∑
cells

Vcell(panl − psol)2∑
cells

Vcell(panl − panl,min)2
. (1.43)

Так как методПисмана не применим к этому случаю, применяется только схема из

Раздела 1.3.2. Можно вычислить ошибку новой схемы при помощи сравнения ре­

зультирующего потока с аналитическим значением потока из скважины εНКq . Эта

ошибка является абсолютной, а не относительной. Можно заметить, что ошибка

очень мала даже для большой степени анизотропии.

Ошибки решения для обеих схем на гексаэдральной сетке 67× 67× 1 пред­

ставлены на рисунке 1.14. Из таблицы 5 можно сделать вывод, что в анизотропном

случае, при использовании соответствующего решения, НК­схема также остается

гораздо более точной, нежели НМД­схема. Ненулевая погрешность НК­схемы, в

отличие от экспериментов из разделов 1.5.1 и 1.5.2, объясняется ошибками чис­

ленного интегрирования, которое было применено в данном случае.

1.5.5. Трехмерный изотропный и анизотропный случаи, наклонная скважина

В данном эксперименте рассматривается трехмерная область Ω с ячейками

в виде прямоугольных параллелепипедов и наклонной скважиной. Была выбрана

сетка с 10 слоями по оси Z. По всей границе области Ω были выставлены условия

Дирихле.

Зависимость ошибки в решении от угла наклона для НК­ и НМД­схемы

представлена в таблице 6. Угол наклона α = 0◦ соответствует вертикальной сква­



39

Аналитическое решение

НМД­ошибка НК­ошибка
Рисунок 1.14 — Аналитическое решение (сверху) и ошибки решения НМД­схемы (внизу слева)

и НК­схемы (снизу справа) для анизотропного случая dy/dx = 10000 на гексаэд­
ральной сетке 67× 67× 1.

жине. Вертикальные сечения сетки с изображенными полями ошибок приα = 60◦

для рассматриваемых схем представлены на рисунке 1.15.

Для анизотропного случая был рассмотрен эксперимент с тензором: D =

diag(10, 100, 1). Аналитическое решение для каждой плоскости, перпендикуляр­

ной оси скважины, задавалось при помощи уравнений (1.30) и (1.31).
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Рисунок 1.15 — Ошибка для решения для угла наклона α = 60◦ для НМД­схемы (вверху) и НК­
схемы (внизу). Трехмерный изотропный случай для наклонной скважины.

α L2
НМД,А L2

НК εНКq

0◦ 6.5e­4 1.0e­12 3.0e­11
30◦ 1.2e­4 3.6e­9 3.1e­4
45◦ 1.7e­4 3.7e­12 1.3e­4
60◦ 1.1e­4 1.7e­10 7.5e­7

Таблица 6 — Ошибки потока и решения для НМД­схемы и для НК­схемы в методе конечных объ­
емов для трехмерного случая с 10 слоями и наклонной скважиной.

Рисунок 1.16 — Аналитическое решение при угле наклона α = 60◦ для трехмерного изотропного
случая с 10 слоями и наклонной скважиной, D = diag(10,100,1).

На рисунке 1.16 показаны две плоскости, пересекающие область моделиро­

вания в двух перпендикулярных направлениях, и решение на них. Ошибки реше­
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Рисунок 1.17 — Ошибка решения для угла α = 60◦ для НМД­схемы (сверху) и НК­схемы (снизу).
Трехмерный случай с 10 вертикальными слоями для наклонной скважины, D =

diag(10,100,1).

α L2
НМД,А L2

НК L2
НМД,А L2

НК εНКq

0◦ 2.5e­5 2.8e­11 1.2e­1 1.3e­7 4.9e­7
30◦ 5.9e­6 1.7e­10 2.4e­2 8.6e­7 1.0e­5
45◦ 5.6e­6 2.2e­10 2.6e­2 1.0e­6 9.0e­6
60◦ 3.8e­6 2.5e­10 1.9e­2 1.2e­6 2.9e­5

Таблица 7 — Ошибка решения для НМД­схемы и НК­схемы и ошибка потока для НК­схемы для
трехмерного случая с 10 слоями и наклонной скважиной, D = diag(10,100,1).

ния для НМД­схемы и для НК­схемы показаны на рисунке 1.17 и в Таблице 7. По
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аналогии с анизотропным случаем из Раздела 1.5.4 также была рассчитана вели­

чина и εНКq , чтобы показать реальное отношение ошибок и вариации решения.

В обоих экспериментах L2­норма ошибки для НК­схемы ниже на несколько

порядков, нежели для НМД­схемы. Также в таблицах представлены ошибки для

потока из скважины, которые также не превышают десятые доли процента.

1.5.6. Трехмерный случай, частично перфорированная скважина

Эксперимент с частично перфорированной скважиной во многом повторя­

ет предыдущий эксперимент: рассмотрена область размером 100 × 100 × 12.5

с десятью слоями по оси Z. Скважина представлена сегментом [A,B], где A =

(50, 50, 1.95) и B = (50, 50, 10.55). Тензор диффузии изотропен: D = I. Для ана­

литического решения была использована формула (1.41). НК­схема в данном экс­

перименте используется во всей области моделирования.

Рисунок 1.18 — Аналитическое решение для НМД­схемы (вверху) и НК­схемы (внизу).
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Рисунок 1.18 (сверху) показывает вертикальное сечения сетки с аналитиче­

ским решением частично перфорированной скважины. Поля ошибок решения для

НМД­схемы и НК­схемы показаны на рисунке 1.18 (снизу). В Таблице 8 показаны

ошибки в решении для рассмотренных методов.

N L2
НМД,А L2

НК
33 1.0e­3 5.5e­10
67 4.4e­4 3.3e­8
99 2.6e­4 4.6e­9

Таблица 8 — Ошибки решения дляНМД­схемы иНК­схемы для частично перфорированной сква­
жины.

При соответствующем выборе функции особенности для частично перфо­

рированной скважины, НК­схема показывает лучшую точность, нежели НМД­

схема, как видно из Таблицы 8.

1.5.7. Изотропный случай, две скважины

В предыдущих экспериментах используемая аналитическая поправка в НК­

схеме всегда была той же функцией, которая присутствовала в аналитическом ре­

шении, с которым происходило сравнение. Именно этим объясняется малая L2­

норма ошибки во всех предыдущих экспериментах. В этом эксперименте впервые

для коррекции и для расчета граничных условий будут использованы две различ­

ные аналитически функции.

Эксперимент заключается в совместном моделировании двух скважин. Рас­

сматриваемая область размером [−100; 100]× [−50; 50]× [0; 3], в которой в точках

(−50,0) и (50,0) расположены 2 скважины. Потоки из скважин составляют q1 = 1,

q2 = 4. Тензор диффузии считается скалярным: D = dI.

Аналитическое решение приведено в [83] и имеет следующий вид:

p =
q1 ln r1
2πdhw

+
q2 ln r2
2πdhw

+ C, (1.44)
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где hw — высота скважины (hw = 3 в нашем случае), и C — константа интегри­

рования. В данном эксперименте d = 1. Для нелиненой коррекции будет исполь­

зована функция ln(x), описанная в Разделе 1.4.1.

Рисунок 1.19 — Аналитическое решении для случая 2 скважин.

Для определения константы C фиксируется давление в точке x0 = (0,0),

P0 = p(x0) = 1.5. Аналитическое решение, изображенное на рисунке 1.19, в этом

случае будет выражаться следующим образом.

p = P0 −
q1 ln (r1/rw,p1)

2πhw
− q2 ln (r2/rw,p2)

2πhw
, (1.45)

где r1 и r2 —расстояния от первой и второй скважин до рассматриваемой точки, а

rw,p1 и rw,p2 — расстояния от скважин до точки x0 с зафиксированным давлением.

Давления на скважинах также получаются при использовании выражения (1.45).

В данном эксперименте радиусы кругов применения НК­схемы, для каждой

скважины составляют R1 = R2 = 30.

Для проведения этого эксперимента была использована сетка, состоящая

из прямоугольных параллелепипедов, которая наилучшим образом подходит для

применения метода Писмана. Были рассмотрены следующие размеры сеток 66×

33× 1, 134× 67× 1 и 198× 99× 1.

На рисунке 1.20 показаны поля ошибок для монотонной двухточечной схе­

мы и метода Писмана и для схемы нелинейной коррекции в логарифмической

шкале
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h L2
НМД,А L2

НК,А L2
НМД,Писман L2

НК
100 /33 1.2e­2 2.8e­5 1.2e­2 2.8e­5
100 /67 5.1e­3 7.0e­6 5.2e­3 7.6e­6
100 /99 3.1e­3 3.2e­6 3.1e­3 3.1e­6
h ε

НМД
q1 ε

НМД
q2 εНКq1

εНКq2

100 /33 4.6e­3 1.9e­2 2.1e­5 4.1e­5
100 /67 4.6e­3 1.9e­2 2.3e­5 5.4e­5
100 /99 4.6e­3 1.8e­2 2.0e­5 7.0e­5

Таблица 9 — Ошибки решения и потоков q1 и q2 для случая двух скважин.

Рисунок 1.20 — Относительные ошибки для решения НМД­схемы и метода Писмана (сверху) и
для НК­схемы (снизу) в логарифмической шкале. Сетка размером 134× 67× 1.

Из таблицы 9 видно, что НК­схема даже при ее применении для каждой

скважины отдельно в некоторой окрестности, имеет ошибку в решении на 2­3

порядка меньшую, чем НМД­схема в сочетании с методом Писмана. На рисунке

1.20 изображены поля ошибок решения для данного эксперимента. Также стоит
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отметить, что на рисунке ясно видна область применения НК­схемы. В ней вели­

чина ошибки решения, в отличие от поля ошибок решения для НМД­схемы, не

превышает ошибки за пределами области применения НК­схемы.

1.5.8. Зависимость ошибки от радиуса применения схемы нелинейной
коррекции для нескольких скважин

В случае моделирования нескольких скважин очень важным становится во­

прос — какой размер окрестности необходимо использовать для НК­схемы. Опи­

санный в Разделе 1.5.7 эксперимент позволяет детально исследовать этот вопрос.

Также как и в случае с одной скважиной, для каждой из скважины в качестве обла­

сти применения был выбран круг радиусаR, в котором использовалась НК­схема,

тогда как в остальной части области была использована НМД­схема, которая в

случае K­ортогональных сеток совпадает с традиционной линейной двухточеч­

ной схемой дискретизации потока для метода конечных объемов.

В Таблице 10 представлены результаты расчета на сетке 134×67×1 с двумя

скважинами и радиусами влияния R1 = R2 = R относительная L2­норма ошиб­

ки в решении при помощи НМД­схемы и L2­норма ошибки НК­схемы со схемой

учета скважины в дискретизации, которая описана в Разделе 1.3.2. Результаты по­

казывают, что в предложенном подходе даже для наименьшего радиуса R = 10

ошибка в решении значительно меньше, чем для НМД­схемы с методом Писмана

или с использованием расхода из аналитического решения.

R 49 45 40 30 20 10
L2
НК,А 6.1e­06 6.2e­06 6.4e­06 7.0e­06 8.7e­06 1.5e­05

L2
НК 6.8e­06 6.9e­06 7.1e­06 7.6e­06 9.1e­06 1.5e­05

Таблица 10 — Поток и относительная ошибка в решении для эксперимента с 2 скважинами для
НК­схемы в случае использования ее в областях разного радиуса вокруг скважин,
кубическая сетка 134× 67× 1.
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1.6. Выводы

В данной главе рассмотрен метод учета скважин для приближенного реше­

ния стационарного уравнения фильтрации эквивалентного уравнению диффузии.

Предложен способ учета влияния скважины в околоскважинном пространстве,

основанный на включении аналитической функции, отражающей поведение сква­

жины, в саму дискретизацию. Описана новая схема учета скважины в дискрети­

зации. Проведены эксперименты, иллюстрирующие работу метода, как с одной,

так и с несколькими скважинами. Рассмотрены несколько различных аналитиче­

ских функций для разных физических условий. Предложенная схема учета сква­

жины для околоскважинного пространства, а также схема взаимодействия ячейки

со скважиной дает ошибки в решении и в потоке из скважины на несколько поряд­

ков меньше, чем нелинейная монотонная двухточечная схема с методом Писмана

для взаимодействия скважины и ячейки.
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Глава 2. Решение уравнения диффузии в средах с сильно контрастными
включениями

2.1. Постановка задачи

При рассмотрении и моделировании различных задач фильтрации часто

возникает необходимость решать задачи диффузии с выскоконтрастными вклю­

чениями в них. В процессе решения таких задач возникаю линейные системы, для

итерационного решения которых необходимы достаточно простые и эффектив­

ные предобуславливатели. Для описания одного способа построения таких пре­

добуславливателей рассмотрим классическое уравнение реакции–диффузии:

−∇ (D∇ p) + c p = f в Ω,

− (D∇ p) · n = 0 на ΓN ,

p = 0 на ΓD,

(2.1)

где Ω—многоугольник/многогранник в областиR2/R3 с границей ΓN ∪ΓD = ∂Ω,

ΓD = ΓD , n — внешняя единичная нормаль к ∂Ω, D = D (x) — тензорный ко­

эффициент диффузии, c — неотрицательный коэффициент реакции и f = f (x)

—функция источника, ΓN — часть границы, на которой установлены граничные

условия типа Неймана, а ΓD — часто границы, на которой установлены гранич­

ные условия типа Дирихле, в данном случае — однородные. Здесь, для простоты,

рассматривается случай, когда D — шаровый тензор, то есть D(x) = d(x)I, где I

— единичная матрица, а d(x)— кусочно­постоянная функция в Ω.

При численном моделировании часто возникают задачи со значительным

скачками коэффициентов. Для решения таких задач могут быть использованы раз­

личные методы дискретизации, самыми распространенными из которых являют­

ся метод конечных разностей [84], метод конечных объемов [85] и метод конеч­

ных элементов [86, 87]. В данной главе для дискретизации и формирования ли­
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нейных систем будет использован смешанный метод конечных элементов [88]. В

данной главе дается детальное описание смешанных гибридных формулировок

задач диффузии, их аппроксимации на треугольных/тетраэдральных ячейках при

помощи смешанного метода конечных элементов, формирования матриц в соот­

ветствующих алгебраических системах и анализ их свойств. Это описание необ­

ходимо для построения предобуславливателя, а также анализа его свойств.

Для использования классического метода конечных элементов необходимо

записать вариационную формулировку в следующем виде: найти p ∈ Q такое что

Φ (p) = min
q∈Q

Φ (q) , (2.2)

где

Φ (q) =

∫
Ω

(
D−1∇q

)
· ∇q dx +

∫
Ω

cq2 dx − 2

∫
Ω

fq dx, (2.3)

Q = {q, ∇q ∈ L2 (Ω) , q = 0 на ΓD}. (2.4)

Рассмотрим систему (2.1) в смешанной дифференциальной формулировке,

введя переменную вектор­функцию потока u = −D∇p, и поставим задачу: найти

вектор­функцию u и функцию p, такие что

D−1u + ∇ p = 0 в Ω,

∇ · u + c p = f в Ω,

u · n = 0 на ΓN ,

p = 0 на ΓD.

(2.5)

Описанная ниже процедура построения предобуславливателя может быть

применена к решению линейных систем, полученных в результате дискретизации

задачи классическим методом конечных элементов, смешанным, или гибридным

смешанным методом конечных элементом. Вариационная формулировка задачи

(2.5) выглядит следующим образом: найти u ∈ V , p ∈ Q = L2(Ω), такие что

J (u,p) = max
q∈Q

min
v∈V

J (v,q) , (2.6)
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где

J (v,q) = 1

2

∫
Ω

(
D−1v

)
· v dx +

∫
Ω

(∇v) qdx − 1

2

∫
Ω

cq2dx −
∫
Ω

fqdx, (2.7)

V = {v : |v|, ∇v ∈ L2 (Ω) , v · n = 0 on ΓN}, Q = L2(Ω). (2.8)

Задача (2.6)­(2.8) эквивалентна стандартной слабой формулировке [88]:

найти u ∈ V , p ∈ Q, такие что

∫
Ω

D−1u · v dx −
∫
Ω

p(∇ · v) dx = 0 , (2.9)

∫
Ω

(∇ · u)q dx+

∫
Ω

c p q dx =

∫
Ω

fq dx

для всех v ∈ V , q ∈ Q.

Следует отметить, что формулировки приведены для случая однородных

граничных условий.

2.2. Смешанный метод конечных элементов

Вданном и последующих разделах рассматривается двумерный случай. Для

трехмерного случая процедура построения дискретизации аналогична. Пусть в

двумерной в области Ω ⊂ R2 задана треугольная сетка Ωh. Предполагается, что

сетка Ωh конформная, то есть две разные ячейки es и et в Ωh, либо не касаются

друг друга, либо имеют общую вершину, либо имеют общую сторону — отрезок

Γs,t, s < t, s,t = 1,N , где N — общее количество ячеек в Ωh, здесь и далее 1,m

обозначает 1,2, . . . ,m.

В случае треугольных сеток для дискретизации задачи (2.9) чаще всего ис­

пользуется метод Равьяра­Тома наименьшего порядка RT0 [88]. В этом методе

конечно­элементные пространства Vh ⊂ V состоят из кусочно­линейных вектор­

функций, а пространство Qh ⊂ Q — из кусочно­постоянных функций (постоян­

ных в каждой ячейке сетки).
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Смешанный метод конечных элементов формулируется следующим обра­

зом: найти вектор­функцию vh ∈ Vh и функцию ph ∈ Qh такие, что∫
Ω

(D−1uh) · vh dx−
∫
Ω

ph · (∇ · vh) dx = 0, (2.10)

∫
Ω

(∇uh) · qh dx+

∫
Ω

c · ph · qh dx =

∫
Ω

f · qh dx, (2.11)

для всех vh ∈ Vh, qh ∈ Qh. Дискретизация системы уравнений (2.9) при помо­

щи смешанного метода конечных элементов, например RT0 или PWCF (piecewise

constant fluxes [89]), приводит к системе линейных алгебраических уравнений:

A

u

p

 =

0

F

 (2.12)

с седловой матрицей

A =

M BT

B −Σ

 , (2.13)

где M = MT > 0, Σ ∈ RN×N — диагональная матрица, F ∈ RN . Матрица A,

порожденные методами PWCF и RT0, по аналогии с [90], могут рассматриваться,

как спектрально эквивалентные. Поэтому все описанные ниже подходы одинако­

во применимы для обоих методов.

Численное решение системы (2.12) итерационными методами связано с су­

щественными трудностями, так как матрица A хотя и симметрична, но не поло­

жительно определена. Для построения дискретизации с симметричными положи­

тельно определенными матрицами нужно использовать гибридные аналоги сме­

шанных методов конечных элементов.

2.3. Смешанный гибридный метод конечных элементов

Смешанная гибридная дифференциальная формулировка задачи (2.5) на

сетке Ωh =
⋃N

s=1 es записывается следующим образом: найти вектор­функции us,
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функции ps и функции λs,t, s > t, s,t = 1,N , удовлетворяющие следующим урав­

нениям и условиям:

D−1
s us + ∇ ps = 0 в es , (2.14)

∇ us + c ps = f в es , (2.15)

λs,t ≡ ps ≡ pt на Γs,t s < t, (2.16)

us · ns + ut · nt = 0 на Γs,t , (2.17)

us · ns = 0 на ∂es ∩ ΓN , (2.18)

ps = 0 на ∂es ∩ ΓD , (2.19)

где ∂es — граница ячейки es, s,t = 1,N .

Эквивалентная слабая формулировка задачи (2.14)—(2.19) имеет вид: найти

вектор­функции us ∈ Vs, функции ps ∈ Qs и функции λts ∈ Λs,t, s < t, s,t = 1,N

такие, что

∫
es

(D−1us) · vs dx−
∫
es

ps · (∇ · vs) dx +

+
∑
s<t

∫
Γts

(vs · ns)λs,t dl −
N∑
s>t

∫
Γst

(vs · ns)λt,s dl = 0, (2.20)

∫
es

(∇us) · qs dx+

∫
es

c · ps · qs dx =

∫
es

f · qs dx, (2.21)

∀ (vs,qs) ∈ Vs ×Qs, s = 1,N, (2.22)

∫
Γst

µst(us · ns + ut · nt) dl = 0, (2.23)

∀µst ∈ Λs,t, s < t, s,t = 1,N. (2.24)

Здесь

Vs = {v : v ∈ Hdiv(Ωs), v · ns = 0 на ∂Ω}, (2.25)

Qs = L2(Ωs), Λs,t = H1/2(Γs,t), (2.26)



53

и ns — внешние единичные нормали к ∂es, s,t = 1,N . Смешанная гибридная

формулировка (2.20)­(2.26) эквивалентна формулировке (2.9) в том смысле, что

вектор­функции us и функции ps являются сужениями вектор­функции u и функ­

ции p на es, а функции λst являются следами на Γs,t функции p, s < t, s,t = 1,N .

Выберем конечно­элементные пространства

Λst,h =
{
λh : λh ≡ const наΓs,t

}
, s < t, (2.27)

Vs,h = {vh : vh · ns = const наΓs,t, v · ns = 0 на ∂Ω}, (2.28)

Qs,h = {qh : qh ≡ const на es}, (2.29)

где vh — кусочно­линейная вектор­функция на es.

Тогда смешанный гибридный метод конечных элементов для задачи (2.5)

задается формулами (2.20)—(2.26) с заменой Vs на Vs,h , Λst на Λst,h и Qs на Qs,h,

соответственно. Результатом дискретизации является следующая система линей­

ных алгебраических уравнений:

Ã


u

p

λ

 =


0

F

0

 (2.30)

с симметричной седловой матрицей

Ã =


M̃ B̃T CT

B̃ −Σ 0

C 0 0

 . (2.31)

При подходящем упорядочении компонент векторов и уравнений в системе

(2.30) матрица M̃ является блочно­диагональной с блоками M̃s, s = 1,N , разме­

ра не больше 3 × 3 для треугольных сеток или 4 × 4 для тетраэдральных сеток.

Поэтому вектор u можно легко исключить из системы (2.30) и перейти к системе

S̃

p
λ

 =

−F

0

 (2.32)
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с симметричной матрицей

S̃ =

S̃pp S̃pλ

S̃λp S̃λλ

+

Σ 0

0 0

 ≡

B̃
C

 M̃−1
[
B̃T CT

]
+

Σ 0

0 0

 . (2.33)

Изложенная процедура перехода от системы (2.30) к системе (2.32) называется

конденсацией.

Матрица S̃ является положительно определенной за исключением един­

ственного случая, когда ΓD = ∅ и одновременноΣ = 0, т.е. коэффициент реакции

c в (2.1) тождественно равен нулю в Ω, когда она будет положительно полуопре­

деленной. В последнем случае предполагается выполнение условия совместности∫
Ω fdx = 0.

2.4. Процедура ассемблирования матриц

В этом разделе для простоты изложения мы предположим, что на границе

области ∂Ω задано только однородное условие Неймана, то есть ΓN = ∂Ω, и ко­

эффициент реакции положителен по крайней мере в одной ячейке et Ωh. Матрица

Ã в (2.31) может быть представлена в виде

Ã =
N∑
t=1

NtAtN
T
t , (2.34)

где

At =


Mt BT

t CT
t

Bt −Σt 0

Ct 0 0

 (2.35)

— соответствующие седловые матрицы для ячеек et с симметричными положи­

тельно определенными матрицами Mt а Nt — соответствующие матрицы ассем­

блирования, t = 1,N , которые эквивалентны действию по подстановке значений

из локальных матриц в глобальную матрицу Ã линейной системы. Тогда матрица
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S̃ в (2.33) может быть представлена в виде

S̃ =
N∑
t=1

NtStN T
t , (2.36)

где

St =

Bt

Ct

M−1
t

[
BT

t CT
t

]
+

Σt 0

0 0

 = S̊ +

Σt 0

0 0

 (2.37)

— симметричная положительно определенная или полуопределенная матрица и

Nt — соответствующие ассемблирующие матрицы, t = 1,N . Отметим также, что

ядро матрицы S̊ имеет размерность 1 и состоит из векторов с одинаковыми ком­

понентами.

На практике более удобной является другая вариационная формулиров­

ка дифференциальной смешанной гибридной формулировки (2.14)–(2.19) задачи

диффузии (2.1). В этом случае требование v · ns = 0 на ∂Ω не включается в опре­

деление пространств Vs в (2.25), а заменяется дополнительным уравнением∫
∂es∩∂Ω

v · ns · µ dl = 0 (2.38)

для всех µ ∈ L2(∂es ∩ ∂Ω), s = 1,N . Соответственно, в смешанном гибридном

методе конечных элементов для каждой стороны треугольной ячейки es, принад­

лежащей ∂Ω, нормальная компонента задается дополнительная неизвестная λ, ко­

торая представляет собой среднее значение функции решения p = p(x) исходной

задачи (2.1) на ∂es ∩ ∂Ω. vh · ns вектор­функции потока vh ∈ Vs,h на этой стороне

предполагается константой. Если две стороны ячейки es принадлежат ∂Ω, то та­

ких новых неизвестных для этой ячейки будет две. При этом размерность “старо­

го” пространства Vs,h в (2.25) равна единице, а размерность нового пространства

Vs,h будет три.

Новая формулировка имеет два преимущества по сравнению со старой. Во­

первых, все матрицыMs в (2.35) имеют один и тот же размер 3× 3, а матрица Ss

в (2.37) размер 4× 4 в двумерном случае, соответственно, s = 1,m. Во­вторых, в

случае |ΓD| ̸= 0 (когда на части границы задается краевое условие Дирихле) соот­

ветствующая матрица Ãt в (2.34) является диагональным блоком матрицы Ã для



56

задачи Неймана (|ΓD| = 0). Аналогично, соответствующая матрица S̃t для случая

|ΓD| ̸= 0 является соответствующим диагональным блоком матрицы S̃ для задачи

Неймана. Таким образом, конденсированная алгебраическая система смешанно­

го метода конечных элементов получается из системы (2.32) подстановкой в неё

значений Дирихле вместо новых степеней свободы λ на ∂es ∩ ΓD и исключением

из системы уравнений с соответствующими номерами.

2.5. Макро­гибридная формулировка

В дальнейшем при построении предобуславливателя будет использована

макро­гибридная формулировка системы (2.30). Предположим, что сеточная об­

ластьΩh разбита наm односвязных не пересекающихся многоугольных сеточных

подобластей Es ≡ Eh,t, так что сужения Ωh,t сетки Ωh на Et являются конформ­

ными сетками. Тогда для каждой подобласти Es мы можем определить матрицы

Ãt =
∑
ek∈Et

Nt,kAkN
T
t,k ≡ Åt +Rt ≡


M̃t B̃T

t C̃T
t

B̃t −Σ̃t 0

C̃t 0 0

 (2.39)

с соответствующими матрицами ассемблирования Nt,k, ek ∈ Et, t = 1,m, а затем

определить матрицу Ã в (2.31) по формуле

Ã =
m∑
t=1

ÑtÃtÑ
T
t ≡ Å+R (2.40)

с соответствующими матрицами ассемблирования Ñt, t = 1,m. Здесь

Rt = −
∑
ek∈Et

Nt,k


0 0 0

0 Σ̃t 0

0 0 0

NT
t,k (2.41)
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является диагональной матрицей с неположительными диагональными элемента­

ми, так же, как и матрица

R =
m∑
t=1

ÑtRtÑ
T
t . (2.42)

В рамках макро­гибридной формулировки матрица S̃ в (2.33) может быть

задана формулой

S̃ =
m∑
t=1

ÑtS̃tÑ T
t (2.43)

с соответствующими матрицами ассемблирования Ñt, где

S̃t =

B̃t

C̃t

 M̃−1
t

[
B̃T

t C̃t

]
+Rt ≡ S̊t +Rt (2.44)

t = 1,m. Заметим, что матрицы S̊t в (2.37) определены для ячеек et изΩh, t = 1,N ,

a матрицы S̊t в (2.44) определены для подобластей Et, t = 1,m.

Для дальнейших построений отметим, что в случае ΓD ∩ ∂Et = ∅ матри­

цы S̊t являются симметричными положительно полуопределенными матрицами,

а их нуль­пространства содержат только вектора с постоянными компонентами,

то есть dim ker S̊t = 1, t = 1,m. Также отметим, что в случае, когда тензорD в (2.1)

является скалярным в Et, то есть D = dtI в Et с положительной константой dt, то

матрица S̊t пропорциональна матрице S̊(1)
t , где S̊(1)

t — матрица для подобласти с

коэффициентом диффузии равным единице, S̊t ≡ dtS̊
(1)
t , где S̊(1)

t ≡ S̊t в случае

D = I в Et, t = 1,m.

2.6. Построение двухуровневого предобуславливателя

В данном разделе будет рассмотрена процедура построения двухуровневого

предобуславливателя для матрицы S̃t из (2.44).

Пусть Kt — диагональная mt ×mt матрица с положительными диагональ­

ными элементами, гдеmt—размерность S̊t, 1 ⩽ t ⩽ m. Примером такой матрицы
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может служить “лампированная” матрица масс из классического галеркинского

метода конечных элементов с кусочно­линейными базисными функциями (P1),

как показано в статье [90]. “Лампированной” называется диагональная матрица,

у которой каждый диагональный элемент равен сумме элементов строки исходной

матрицы. Рассмотрим проблему собственных значений:

S̊tw = λKtw. (2.45)

Пусть 0 = λt,1 < λt,2 ⩽ . . . ⩽ λt,mt
— собственные значения задачи (2.45), а

wt,1, . . . , wt,mt
набор Kt­ортонормальных собственных векторов, t = 1,m. Тогда

можно выписать спектральное разложение для S̊t:

S̊t = KtWtΛtW
T
t Kt, (2.46)

где Λt = diag{λt,1,λt,2, . . . , λt,mt
} и

Wt = [wt,1, . . . , wt,mt
] . (2.47)

Очевидно, что

W T
t KtWt = KtWtW

T
t = WtW

T
t Kt = It (2.48)

сmt ×mt единичной матрицей It, t = 1,m. Напомним, что

wt,1 =
1

∥εt∥Kt

εt, (2.49)

где εt является mt­вектором с компонентами, равными единице и ∥εt∥Kt
=

(Ktεt, εt)
1/2 — Kt­норма εt, t = 1,m.

Следуя [77], определим матрицы

B̊t = βtKsWt

(
It − Ît

)
WtKt = βt

(
Kt −Ktwt,1w

T
t,1Kt

)
, (2.50)

где βt ⩾ λt,nt
, например βt = dt∥K−1

t S̊t∥∞, а Ît — матрица nt × nt с одним нену­

левым элементом на позиции (1,1), равным единице, тогда как остальные её эле­

менты равны нулю, t = 1,m.

Очевидно, что

λt,2

βt

(
B̊tv, v

)
⩽

(
S̊tv, v

)
⩽ λt,nt

βt

(
B̊tv, v

)
⩽

(
B̊tv, v

)
(2.51)
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для всех v ∈ Rnt, t = 1,mt.

В качестве предобуславливателя для матрицы S̃t, t = 1,m, из (2.44) выберем

Bt = B̊t +Rt, (2.52)

где Rt взята из (2.41), и матрицу

B =
m∑
t=1

NtBtN T
t (2.53)

в качестве предобуславливателя для матрицы S̃ из (2.43). Дальнейший анализ по­

строен на следующих хорошо известных неравенствах. Пусть ai, bi, i = 1,r—два

набора неотрицательных чисел, где r > 1 — положительное целое. Предполо­

жим, что числа ai, bi одновременно либо равны нулю, либо положительны. Тогда

имеют место неравенства

min
bi ̸=0
i=1,r

ai
bi

⩽

r∑
i=1

ai

r∑
i=1

bi

⩽ max
bi ̸=0
i=1,r

ai
bi
. (2.54)

Первым очевидным применением этих неравенств являются оценки

λt,2

βt
(Btv, v) ⩽

(
S̃tv, v

)
⩽ (Btv, v) (2.55)

для всех v ∈ Rnt, t = 1,m. Отметим, что в случае, когда тензор диффузии D в Eh,t

является шаровым, то есть D = dtI с положительной константой dt, собствен­

ное число λt,2 и величина β = ∥K−1
t S̊t∥∞ пропорциональны dt и, следовательно,

величина

αt =
λt,2

β
(2.56)

не зависит от dt, t = 1,m.

Подставим величины

at = (Btv, v) и bt =
(
S̃tv, v

)
(2.57)

в (2.54). Тогда, используя (2.55) мы получаем оценки

α (Bv, v) ⩽
(
S̃v, v

)
⩽ (Bv, v) (2.58)
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где

α = min
1⩽t⩽m

αt. (2.59)

Таким образом было доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Собственные числа матрицы B−1S̃ принадлежат отрезку [α; 1], где

величина α определена в (2.56) и (2.59). В случае шаровых тензоров D = dtI вели­

чина α не зависит от dt, t = 1,m.

Рассмотрим теперь случай, когда на части границы ΓD ∈ ∂Ω задано одно­

родное краевое условие Дирихле. Пусть часть границы ∂Et подобласти Et при­

надлежит ∂Ω, то есть |∂Et ∩ ∂Ω| ̸= 0, t = 1,m. Как уже отмечалось ранее в

этой главе, соответствующая матрица S̊t является диагональным блоком матри­

цы S̊ для случая краевых условий Неймана на ∂Et ∩ ∂Ω и, следовательно, яв­

ляется положительно определенной. Таким образом, все соответствующие числа

λt,1 ⩽ λt,2 ⩽ . . . ⩽ λt,nt
спектральной задачи

S̊tw = λw (2.60)

положительны. Выберем опять

βt = ||K−1
t S̊t||∞ (2.61)

и определим предобуславливатель

Bt = βt ·Kt. (2.62)

Тогда очевидно, что

αt (btv, v) ⩽
(
S̃v, v

)
⩽ (Bv, v) (2.63)

где

αt =
λt,1

βt
. (2.64)

Предобуславливатель B для матрицы S̃ определяется также формулой

(2.52) с новым матрицами Bt для подобластей Et с |∂Et ∩ ∂Ω| ̸= 0, t = 1,m.

При этом неравенства (2.58) сохраняются со значением α из (2.59) и значениями
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αt задаваемыми формулами (2.56), (2.64). Таким образом справедливо следующее

утверждение.

Теорема 2. В случае смешанных краевых условий Неймана/Дирихле или только

условий Дирихле собственные числа матрицыB−1S̃ принадлежат отрезку [α; 1],

где величина α определена в (2.56), (2.64) и (2.59). В случае шаровых тензоров

D = dtI величина α не зависит от dt, t = 1,m.

2.7. Практическая реализация двухуровневого предобуславливателя

Для итерационного решения системы линейных уравнений на каждой ите­

рации необходимо решить систему

Bu = g. (2.65)

Система (2.65) будет решаться способом, описанным в [89]. Матрица системы

(2.65) может быть представлена в виде

B =
∑
t

βtNt

Kt −Ktwt,1w
T
t,1Kt +

Σt 0

0 0

N T
t , (2.66)

или, выделяя её диагональную часть, в виде:

B = K −
∑
t

βtNtKtwt,1w
T
t,1KtN T

t , (2.67)

гдеK =
∑
t
βtNtKtN T

t .

Таким образом, систему (2.65) можно записать в виде:

Ku−
∑
t

βtNtKtwt,1w
T
t,1KtN T

t u = g, (2.68)

или

u−K−1
∑
t

βtNtKtwt,1w
T
t,1KtN T

t u = K−1g. (2.69)
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Если ввести новую переменную ξt = wT
t,1KtN T

t u, то уравнение (2.69) может быть

представлено в виде:

u−
∑
t

βtK
−1NtKtwt,1ξt = K−1g. (2.70)

При умножении (2.70) наwT
t,1KtN T

t для всехEt, t = 1,m, из уравнения (2.70)

можно составить новую линейную систему:

(I −Q) ξ = ψ, (2.71)

где Q = {qts}, ψ = {ψt},

qts = wT
t,1KtN T

t βtK
−1NsKsws,1, (2.72)

ψt = wT
t,1KtN T

t g. (2.73)

Полученная линейная система является разреженной, однако на каждомша­

ге все равно необходимо решать линейную систему с этой матрицей.

2.8. Блочно­двухуровневый предобуславливатель

Пусть, как и в предыдущей задаче тензор диффузии — скалярный. Cдела­

ем дополнительное предположение о коэффициенте диффузии. Пусть задана ска­

лярная величина d0 и пусть подобласти в задаче (2.14)–(2.19) разделены на две

группы, причем коэффициенты диффузии в первой группе подобластей удовле­

творяют соотношению dt ≫ d0, k = 1,m0, а коэффициенты диффузии во второй

группы подобластей одинаковы: dt = d0 , t = m0 + 1,m. Пусть также подобласти

внутри первой подгруппы не имеют общей границы, |Γk,l| = 0, 1 ⩽ k < t ⩽ m0,

m0 < m. Тогда матрицу S̃ из (2.43) можно представить как сумму матриц S̃0 и S̃1,

где

S̃1 =

m0∑
t=1

(dt − d0)NtS̃
(1)
t N T

t , (2.74)
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Рисунок 2.1 — Пример шахматного распределения.

S̃0 =
m∑

t=m0

NtS̃
(1)
t N T

t , (2.75)

S̃
(1)
t = S̃t при dt = d0.

В рассматриваемом случае можно предложить новый вариант предобуслав­

ливателя. При этом для первой группы подобластей предобуславливатель бу­

дет задан в виде двухуровневого предуобславливателя, описанного в Разделе

2.6, тогда как во второй группе он останется диагональным. В итоге блочно­

двухуровневый предобуславливатель B для матрицы S̃ может быть выписан в

следующем виде:

B = Z +

m0∑
t=1

(dt − d0)NtBtN T
t , (2.76)

где Z — диагональная матрица с положительными элементами, например Z =

||K−1S̊||∞K, где K =
∑m

t=m0
NtKtN T

t . Так как области из первой группы не

имеют общих границ между собой, то очевидно, что матрица B является блочно­

диагональной матрицей, у которой блоки Btt, t = 1,m0, являются одноранговыми

возмущениями диагональных матриц, а остальные блоки являются диагональны­

ми матрицами.

В рассмотренном случае, при использовании процедуры применения пре­

добуславливания, описанной в разделе 2.7, матрица грубой сетки I −Q из (2.71)

вырождается в диагональную матрицу. Этот факт позволяет еще более ускорить
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применение предобуславливателя, исключив обмены между процессорами при

правильном выборе разбиения сетки. Такой предобуславливатель будем называть

блочно­двухуровневым.

Отметим, что при построении блочно­двухуровневого предобуславливате­

ля было использовано только одно свойство матрицы S̊, которое относится к ее

ядру. Ядро матрицы S̊ должно содержать только вектор с константными компо­

нентами. Таким свойством обладают не только матрицы, полученные при помощи

смешанных методов конечных элементов, но и галеркинских методов. Примером

такого метода может служить дискретизация при помощи P1 кусочно­линейных

базисных функций [86].

2.9. Эксперименты с двухуровневым и блочно­двухуровневым
предобуславливателями

В данном разделе будут представлены различные эксперименты с двух­

уровневым и блочно­двухуровневым предобуславливателями, подтверждено от­

сутствие зависимости скорости сходимости от скачка коэффициентов диффузии,

и проведено сравнение с другими типами предобуславливателей.

2.9.1. Сравнение двухуровневого предобуславливателя с
предобуславливателем Якоби

Рассмотрим задачу (2.5) в единичном квадрате, разбитом наm =
√
m×

√
m

квадратных подобластей, как показано на рисунке 2.2. Предположим, что коэффи­

циент диффузии является константой внутри каждой подобластиEk, т.е.Dk = dkI,

dk ≡ const > 0 вEk, k = 1,m. ВΩ = [0; 1]×[0; 1] определим квадратную сеткуΩh с

шагом h = 1
n . Пусть n кратно

√
m. Введем макро­сетку с шагомH = 1√

m
. В задаче
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Рисунок 2.2 — Область Ω, разбитая на подобласти Ek, k = 1,m,m = 16.

используются граничные условия из (2.5) с ΓD = ∅. Для численных эксперимен­

тов в каждой области коэффициент диффузии был выбран случайным образом в

диапазоне от dmin ≡ 1 до величины dmax, которая является изменяющимся пара­

метром в проведенных экспериментах. Также были рассмотрены различные виды

коэффициента реакции: константный коэффициент реакции для всей области, или

случайное распределение значений этого коэффициента.

Дискретизация задачи (2.5) была построена при помощи гибридной схемы

метода конечных элементов PWCF [89]. Используя этот метод, можно получить

систему уравнений (2.30). Для нахождения матриц Bt в (2.50) была выбрана диа­

гональная “лампированная” матрица массKt из галеркинского метода с кусочно­

линейными базисными функциями (P1), t = 1,m.

При проведении численных экспериментов были выбраны коэффициенты

αt = ∥K−1
t S̃t∥ ≡ α =

8dt
h2

. (2.77)

Первая часть экспериментов представляет собой исследование зависимо­

сти количества итераций от значения максимального коэффициента диффузии во

включениях. Было проведено сравнение скорости сходимости предложенного ме­

тода и традиционного диагонального предобуславливателя Якоби. В таблицах ни­

же ПЯ — диагональный предобуславливатель Якоби, ДП — двухуровневый пре­

добуславливатель, nit — количество итераций, H = 1/
√
m . Также в таблице

приведены различные значения коэффициента реакции c, как задаваемого одной
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константой во всей области Ω, так и задаваемого отдельной константой, выбира­

емой случайным образом для каждой квадратной подобласти.

В качестве начального приближения выбирался вектор со случайными ком­

понентами, модуль каждого из которых не превышал единицы. Критерием оста­

новки являлось падение S̃­нормы ошибки в 106 раз. Для решения системы был

выбран метод сопряженных градиентов. Ниже представлены таблицы с результа­

тами сравнения двух методов решения системы (2.32). Матрица B в (2.53) явля­

ется вырожденной, поэтому линейные системы с этой матрицей решались в орто­

гональном дополнении к kerB.

H n× n dmax = 1 dmax = 102 dmax = 104 dmax = 106

ПЯ ДП ПЯ ДП ПЯ ДП ПЯ ДП
1
8 128 × 128 502 310 913 310 1281 308 1714 304

c = 1 256 × 256 910 652 1837 678 2375 647 2981 646
512 × 512 1705 1373 3278 1397 5659 1321 7175 1310

1
16 128 × 128 600 144 1256 143 2658 140 5123 138

c = 1 256 × 256 944 330 1882 348 4896 327 7901 325
512 × 512 1678 744 3587 745 8013 737 19325 729

1
8 128 × 128 276 377 701 317 1278 307 1520 306

c ∈ [0.01; 100] 256 × 256 543 736 1324 691 2145 655 2655 650
512 × 512 970 1497 2217 1421 4508 1392 6680 1303

1
16 128 × 128 278 199 798 158 2009 147 4726 143

c ∈ [0.01; 100] 256 × 256 527 388 1323 339 3524 331 8938 323
512 × 512 907 794 2277 755 7502 736 15326 733

Таблица 11 — Сравнение количества итераций nit с предобуславливателем Якоби (ПЯ) и двух­
уровневым предобуславливателем (ДП).

Как видно из таблицы 11, количество итераций для двухуровневого предо­

буславливателя не зависит от скачка коэффициентов диффузии.

Во второй части экспериментов было добавлено также измерение времени

tsol, затрачиваемого на решение системы. Коэффициент реакции везде был равен

единице, c ≡ 1. Результаты экспериментов представлены в Таблице 12 и также
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подтверждают независимость количества итераций при решении линейных си­

стем.

H n× n dmax = 102 dmax = 104 dmax = 106

ПЯ ДП ПЯ ДП ПЯ ДП
1
8 128 × 128 nit 913 310 1281 308 1714 304

tsol 3.71 1.58 5.21 1.55 6.92 1.51
256 × 256 nit 1837 678 2375 647 2981 646

tsol 34.78 16.68 50.80 16.79 65.05 16.43
512 × 512 nit 3278 1397 5659 1321 7175 1310

tsol 256.11 136.67 423.89 118.01 531.58 126.96
1
16 128 × 128 nit 1256 143 2658 140 5123 138

tsol 5.54 0.86 12.17 0.86 24.67 0.92
256 × 256 nit 1882 348 4896 327 7901 325

tsol 39.85 9.96 105.86 8.13 164.77 7.31
512 × 512 nit 3587 745 8013 737 19325 729

tsol 295.35 74.63 664.05 74.78 1577.69 73.83
Таблица 12 — Сравнение сходимости и времени решения tsol с предобуславливателем Якоби (ПЯ)

и двухуровневым предобуславливателем (ДП).

Для дискретизации при помощи кусочно­линейных функций (P1) были по­

лучены аналогичные результаты, главным выводом из которых является незави­

симость количества итераций от скачков коэффициента диффузии в разных под­

областях.

2.9.2. Сравнение двухуровневого предобуславливателя с
предобуславливателем Якоби и блочно­двухуровневым предобуславливателем

Для следующей серии экспериментов был добавлен блочно­двухуровневый

предобуславливатель, описанный в разделе 2.8, поэтому были наложены допол­

нительные ограничения на коэффициент диффузии. Были сделаны дополнитель­

ные предположения о коэффициенте диффузии, взятые из Раздела 2.8, то есть об­
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ласти были разделены на 2 подгруппы, в одной из которых коэффициенты диффу­

зии были сзначительно больше, нежели во второй, как изображено на рисунке 2.1.

После этого был повторен опыт из предыдущего раздела, с добавлением блочно­

двухуровневого предобуславливателя.

Ниже представлены результаты сравнения трех предобуславливателей: диа­

гонального, двухуровневого предобуславливателя и блочно­двухуровневого пре­

добуславливателя (БДП). Коэффициент реакции был выбран постоянным и c ≡ 1.

Результаты экспериментов, представленных в Таблице 13, показывают

постоянство независимость сходимости для метода сопряженных градиентов

от dmax при использовании двухуровневого предобуславливателя и блочно­

двухуровневого предобуславливателя. Наиболее эффективным является двух­

уровневый предобуславливатель, далее следует блочно­двухуровневый предо­

буславливатель, и наименее эффективным является диагональный предобуслав­

ливатель. Двухуровневый предобуславливатель также является самым быстрым

по времени решения линейной системы при небольшой количестве подобла­

стей, однако при их увеличении блочно­двухуровневый предобуславливатель

оказывается быстрее, как видно из 3 и 6 строк Таблицы 13.

Отметим, что реализовать блочно­двухуровневого предобуславливатель

при дискретизации кусочно­линейными элементами P1 для данной задачи невоз­

можно, так как в углах квадратных подобластей будут касания и в этом случае

матрица I − Q из (2.71) не выродится в диагональную, что существенно для

блочно­двухуровневого предобуславливателя.

2.9.3. Исследование параллельных свойств блочно­двухуровневого
предобуславливателя

Численные эксперименты по сравнению эффективности параллельной ре­

ализации предложенного блочно двухуровневого предобуславливателя с други­
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ми предобуславливателями проводились с использованием платформы INMOST

[59], которая позволяет вызывать различные вычислительные пакеты линейной

алгебры, в рамках единого интерфейса.

Для сравнения свойств различных предобуславливателей были использова­

ны три различных вычислительных пакета: PETSc [60], Trilinos [61] и INMOST.

Для всех 4 вариантов решения системы линейных уравнений, включая вариант с

применением предложенного блочно­двухуровневого предобуславливателя, в ка­

честве итерационной схемы для единообразия был выбран метод стабилизиро­

ванных бисопряженных градиентов (BiCGstab). Этот метод был использован для

корректного сравнения различных предобуславливателей (в том числе несиммет­

ричных), реализованных в различных пакетах.

В самой платформе INMOST был выбран предобуславливатель ILU2(τ) с

параметром отсечения малых элементов τ, равным 10−3. В пакете PETSc был ис­

пользован традиционный предобуславливатель на основе неполного треугольно­

го разложения ILU(k) с достаточно большим значением параметра расширения

структуры предобуславливателя, k = 7, что было обусловлено необходимостью

повышения его надежности. В качестве схемы распараллеливания для ILU2(τ) и

ILU(k) использовался аддитивный методШварца с перекрытием, размер которого

в данных экспериментах был равен 1. В пакете Trilinos был использован алгебра­

ический многосеточный предобуславливатель. Количество уровней предобуслав­

ливателя было выбрано равным 5, а пред­ и пост­сглаживание было произведено

при помощи пакета Ifpack. Сам блочно­двухуровневый предобуславливатель так­

же был внедрен в программную платформу INMOST.

Отметим, что в случае предложенного блочно­двухуровневого (БДП) и ILU2

предобуславливателя использовался итерационный метод BiCGstab из платфор­

мы INMOST, тогда как пакеты Trilinos и PETSc использовали свои встроенные

реализации итерационной схемы BiCGstab.

Все численные эксперименты проводились на кластере ИВМ РАН [91] на

32 вычислительных ядрах двух вычислительных узлов очереди x8core, имеющих

следующие характеристики:
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– Compute Node Arbyte Alkazar+ R2Q50.

– 16 ядер (два 8­ядерных процессора Intel Xeon E5­2665@2.40ГГц).

– Оперативная память: 64 Гб.

– Операционная система: SUSE Linux Enterprise Server 11 SP1 (x86_64).

Блочно­двухуровневый предобуславливатель был реализован на основе разрабо­

танной в ИВМ РАН программной платформы INMOST [59] [92].

Для исследования свойств сформулируем следующую тестовую задачу. Бу­

дем считать область Ω единичным квадратом, разбитым на квадратные ячейки,

каждая из которых в свою очередь разбита на два треугольника. Пусть в области

Ω задан шаровый тезор диффузии D = d0I. Внутри области выделены m подоб­

ластейωs, s = 1,m, соответствующие включениям, в которых коэффициент диф­

фузии ds существенно больше коэффициента в остальной части области, ds ≫ d0,

s = 1, . . . ,m, как показано на рисунке 2.3. Включения не имеют общей грани­

цы друг с другом и не соприкасаются с границей области, т.е. ∂ωs ∩ ∂ωt = ∅,

∂ωs ∩ ∂Ω = ∅, s,t = 1, . . . ,m. Подобласти с большим коэффициентом диф­

фузии одинаковы по размеру и являются квадратами, как изображено на рисун­

ке 2.3. Расстояния между подобластями равны размерам подобластей. В ходе экс­

периментов размер рассматривается различный размер подобластей. В области

Ω ставится задача (2.1) с однородными граничными условиями Дирихле. Были

рассмотрены различные значенияm количества включений и различные размеры

включений n, и, таким образом, различные размерности решаемой задачи NA.

Для дискретизации был использован метод конечных элементов с кусочно­

линейными базисными функциями (P1), что является эквивалентным примене­

нием стандартной пятиточечной схемы конечных разностей [93] на квадратной

сетке. В этом случае, учитывая, что включения не касаются друг друга и границы

расчетной области, можно использовать описанную выше процедуру построения

предобуславливателя, см. раздел 2.8.

Коэффициент диффузии для основной области был выбран равный едини­

це, т.e. d0 = 1. Были проведены две серии экспериментов, в которых скачки ко­

эффициентов имели различную структуру. В первой серии все включения имели
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Рисунок 2.3 — Пример распределения включений с коэффициентом диффузии, выбранным слу­
чайным образом из интервала [1; 106].

одинаковый коэффициент диффузии ds = dmax, сильно отличающийся от коэффи­

циента диффузии основной области, т.е. dmax ≫ d0 . Во второй серии экспери­

ментов коэффициенты диффузии выбирались для каждого включения случайным

образом в диапазоне от коэффициента диффузии основной области до некоего

значения dmax, т.е. ds ∈ [1; dmax].

Правая часть во всех экспериментах выбиралась нулевой, тогда как началь­

ное приближение выбиралось случайным образом в диапазоне (0; 1). Критерием

остановки было падение L2­нормы невязки в 1012 раз.

В таблицах 14–22 величина ds обозначает коэффициент диффузии во вклю­

чениях. Он может быть одинаковым во всех включениях или может быть выбран

случайным образом из диапазона [1; dmax], “#iter” — количество итераций метода

BiCGstab, “Ttotal”— время, затраченное на построение предобуславливателя и ре­

шения линейной системы, а Tit — среднее время, затраченное на одну итерацию.
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Было проведено 3 серии экспериментов, в каждой из которых постоянным

параметром был размер одной подобласти. Для самого маленького размера под­

областей, 2 × 2 можно заметить, что наиболее быстрыми оказываются предо­

буславливатели ILU2 и ILU(k). Результаты этих экспериментов представлены в

таблицах 14, 15 и 16. Это обусловлено тем, что для этих предобуславливателей

были выбраны достаточно жесткие критерии построения, которые дают возмож­

ность очень быстро сходиться итерационному процессу в этом случае. Следует

отметить, что блочно­двухуровнеый предобуславливатель в этих экспериментах

также подтверждает теоретические оценки и количество итераций при его при­

менении не возрастает при возрастании скачка коэффициентов. Также блочно­

двухуровневый предобуславливатель в этих, и следующих экспериментах явля­

ется самым быстрым в пересчете на одну итерацию.

Во второй серии экспериментов размер одной возмущенной подобласти ра­

вен 4 × 4. Результаты, представленные в таблицах 17, 18 и 19 также показыва­

ют невозрастание количества итераций для блочно­двухуровневого предобуслав­

ливателя при увеличении скачков коэффициента диффузии. Однако следует от­

метить, что при одинаковом скачке коэффициента блочно­двухуровневый предо­

буславливатель сходится быстрее, чем при случайном разбросе коэффициентов

диффузии во включениях и что в пересчете на одну итерацию он остается самым

быстрым. Однако ILU­предобуславливатели все еще остаются быстрее, из­за по­

добранных значений параметров

Третья часть экспериментов по сравнению предобуславливателей была про­

ведена с размером подобласти 8 × 8. При этом размере области заметно резкое

увеличение времени решения с предобуславливателем ILU(k) при k = 7 по срав­

нению с остальными предобуславливателями, как видно из таблиц 20, 21 и 22.

Следует также подчеркнуть, что при использовании меньшего количества уров­

ней расширения структуры в этом предобуславливателе, например,k = 6, не дает

гарантии решения линейной системы.
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Стоит также отметить, что во всех сериях экспериментов многосеточный

метод из пакета Trilinos показывает значительный рост числа итераций и времени

решения при увеличении скачка коэффициентов.

В таблицах 23 и 24 приводятся результаты исследования зависимости ско­

рости сходимости от количества процессоров Nproc = 1,2, . . . ,64 для различных

предобуславливателей. В таблице 23 представлены результаты расчетов для за­

дачи с коэффициентом диффузии ds = 104 и параметрами сетки m = 64, n =

8, NA = 1046529, а в таблице 24 для задачи с ds ∈ [1; 106], m = 128, n =

8, NA = 4190209. В качестве оценки параллельной эффективности приводится

величина ускорения относительно времени расчета на одном процессоре S1 =

Time(1)/Time(Nproc). Наибольшую параллельную эффективность показали мето­

ды AMG и предложенный метод. Для предобуславливателей ILU(7) и ILU2 с ро­

стом количества процессоров наблюдается заметный рост количества итераций,

причем для задачи с неоднородным коэффициентом диффузии из таблицы 24 для

всех расчетов сходимость с предобуславливателем ILU(7) достигнута не была. В

таблице 24 через «Accur.» обозначена достигнутая в этом случае точность реше­

ния.

Как видно из таблицы 24, блочно­двухуровневый предобуславливатель в

данном эксперименте явлается одним из самых быстрых методов предобуслав­

ливания и также показывает одно из наилучших ускорений. Ввиду его блочно­

диагональной структуры и независимости скорости сходимости итерационного

метода от роста количества процессоров, он показывает высокую параллельную

эффективность при минимальном времени на одну итерацию. В этом заключается

основное преимущество предложенного блочно­двухуровневого предобуславли­

вателя перед остальными способами построения предобуславливателей для рас­

сматриваемой задачи диффузии в средах с контрастными включениями.
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2.10. Выводы

В данной главе представлена методика построения параллельного блочно­

двухуровневого предобуславливателя для решения уравнения диффузии с

кусочно­постоянными коэффициентами. При использовании данного предобу­

славливателя скорость сходимости итерационного процесса не зависит от скачка

коэффициентов. В силу простоты построения метод также является эффективным

при расчете на массивно­параллельных системах, что подтверждается результа­

тами численных экспериментов. Было проведено сравнение скорости сходимости

как с предобуславливателем Якоби, так и с широко используемыми в настоящее

время методами предобуславливания, такими, как метод неполного треугольного

разложения матрицы (ILU) и алгебраический многосеточный метод. Описыва­

емый предобуславливатель показал достаточное быстродействие и хорошую

масштабируемость.
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H n dmax = 102 dmax = 104 dmax = 106

ПЯ ДП БДП ПЯ ДП БДП ПЯ ДП БДП
1
8

256× 256 nit 2100 673 1535 5090 556 1326 6993 542 1152
tsol 41.69 17.38 33.33 105.41 13.47 29.92 142.89 13.13 27.24

1
16

256× 256 nit 2386 326 1303 10104 293 1140 33412 267 993
tsol 48.38 8.28 29.25 206.66 8.76 27.22 721.48 6.49 24.79

1
64

256× 256 nit 2841 65 1075 16148 58 958 98142 50 761
tsol 60.61 32.38 28.01 401.62 39.25 31.75 2295.67 30.98 20.12

1
8

512× 512 nit 4262 1373 2840 7421 1227 2581 15808 1141 2147
tsol 328.07 132.31 250.762 521.89 117.91 233.01 1251.71 109.25 194.52

1
16

512× 512 nit 4611 733 2440 16412 638 2070 54350 602 1814
tsol 376.06 75.06 231.07 1193.26 50.81 151.68 3488.7 48.76 134.3

1
128

512× 512 nit 5182 67 1996 27086 58 1665 >100000 51 1202
tsol 500.23 1099.37 234.53 2776.97 1159.6 217.94 >9570.59 977.63 131.91

N = 256× 256

dmax 8× 8 16× 16 64× 64

nit tsol nit tsol nit tsol

102
ПЯ 2100 41.69 2386 48.38 2841 60.61
ДП 673 17.38 326 8.28 65 32.38
БДП 1535 33.33 1303 29.25 1075 28.01

104
ПЯ 5090 105.41 10104 206.66 16148 401.62
ДП 556 13.47 293 8.76 58 39.25
БДП 1326 29.92 1140 27.22 958 31.75

106
ПЯ 6993 142.89 33412 721.48 98142 2295.67
ДП 542 13.13 267 6.49 50 30.98
БДП 1152 27.24 993 24.79 761 20.12

N = 512× 512

dmax 8× 8 16× 16 128× 128

nit tsol nit tsol nit tsol

102
ПЯ 4262 328.07 4611 376.06 5182 500.23
ДП 1373 132.31 733 75.06 67 1099.37
БДП 2840 250.762 2440 231.07 1996 234.53

104
ПЯ 7421 521.89 16412 1193.26 27086 2776.97
ДП 1227 117.91 638 50.81 58 1159.6
БДП 2581 233.01 2070 151.68 1665 217.94

106
ПЯ 15808 1251.71 54350 3488.7 >100000 >9570.59
ДП 1141 109.25 602 48.76 51 977.63
БДП 2147 194.52 1814 134.3 1202 131.91

Таблица 13 — Сравнение количества итераций и времени решения для предобуславливателя Яко­
би (ПЯ), двухуровневого предобуславливателя (ДП) и блочно­двухуровневого пре­
добуславливателя (БДП).
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Предобуславливатель #iter Ttotal Tit #iter Ttotal Tit

PETSc ILU(7) ds = 104 48 0.02 0.00041 ds = 106 54 0.02 0.00037
Trilinos AMG 107 0.20 0.00186 285 0.32 0.00112

INMOST ILU2(10−3) 62 0.06 0.00096 82 0.12 0.00146
БДП 163 0.13 0.00079 130 0.05 0.00046

PETSc ILU(7) ds ∈ [1; 104] 51 0.02 0.00039 ds ∈ [1; 106] 50 0.02 0.0004
Trilinos AMG 133 0.15 0.00112 775 0.81 0.00104

INMOST ILU2(10−3) 50 0.03 0.0006 61 0.03 0.00049
БДП 176 0.04 0.00022 160 0.03 0.00018

Таблица 14 — Сравнение сходимости для предобуславливателей. Количество подобластей m =

32× 32, размер подобласти n = 2× 2, количество неизвестных NA = 16129.

Предобуславливатель #iter Ttotal Tit #iter Ttotal Tit

PETSc ILU(7) ds = 104 86 0.14 0.00162 ds = 106 90 0.20 0.00222
Trilinos AMG 123 0.34 0.00276 440 1.15 0.00261

INMOST ILU2(10−3) 119 0.14 0.00117 175 0.16 0.00091
БДП 292 0.18 0.00061 271 0.16 0.00059

PETSc ILU(7) ds ∈ [1; 104] 91 0.15 0.00164 ds ∈ [1; 106] 103 0.17 0.00165
Trilinos AMG 128 0.36 0.00281 1055 2.70 0.00255

INMOST ILU2(10−3) 66 0.21 0.00318 97 0.21 0.00216
БДП 334 0.21 0.00062 285 0.17 0.00059

Таблица 15 — Сравнение сходимости для предобуславливателей. Количество подобластей m =

64× 64, размер подобласти n = 2× 2, количество неизвестных NA = 65025.

Предобуславливатель #iter Ttotal Tit #iter Ttotal Tit

PETSc ILU(7) ds = 104 115 0.91 0.00791 ds = 106 134 1.04 0.00776
Trilinos AMG 153 2.01 0.01313 369 4.81 0.01303

INMOST ILU2(10−3) 243 1.87 0.00769 338 1.98 0.0058
БДП 613 2.61 0.00425 451 1.88 0.00416

PETSc ILU(7) ds ∈ [1; 104] 134 1.05 0.00783 ds ∈ [1; 106] 146 1.17 0.00801
Trilinos AMG 125 1.67 0.01336 890 11.59 0.01302

INMOST ILU2(10−3) 110 1.66 0.01509 227 2.31 0.01017
БДП 681 2.91 0.00427 447 1.87 0.00418

Таблица 16 — Сравнение сходимости для предобуславливателей. Количество подобластей m =

128× 128, размер подобласти n = 2× 2, количество неизвестных NA = 261121.

Предобуславливатель #iter Ttotal Tit #iter Ttotal Tit

PETSc ILU(7) ds = 104 83 0.27 0.00325 ds = 106 80 0.14 0.00175
Trilinos AMG 120 1.22 0.01016 414 1.10 0.00265

INMOST ILU2(10−3) 62 0.06 0.00095 163 0.23 0.00141
БДП 284 0.50 0.00176 290 0.15 0.00051

PETSc ILU(7) ds ∈ [1; 104] 85 0.14 0.00164 ds ∈ [1; 106] 90 0.15 0.00166
Trilinos AMG 64 0.19 0.00296 538 1.43 0.00265

INMOST ILU2(10−3) 54 0.27 0.005 84 0.30 0.00357
БДП 375 0.20 0.0005 309 0.17 0.00055

Таблица 17 — Сравнение сходимости для предобуславливателей. Количество подобластей m =

32× 32, размер подобласти n = 4× 4, количество неизвестных NA = 65025.
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Предобуславливатель #iter Ttotal Tit #iter Ttotal Tit

PETSc ILU(7) ds = 104 125 0.99 0.00792 ds = 106 120 0.94 0.00783
Trilinos AMG 122 1.66 0.01360 750 9.71 0.01294

INMOST ILU2(10−3) 131 1.93 0.01581 279 2.42 0.00867
БДП 544 2.16 0.00397 528 1.98 0.00375

PETSc ILU(7) ds ∈ [1; 104] 126 0.99 0.00785 ds ∈ [1; 106] 134 1.04 0.00776
Trilinos AMG 85 1.15 0.01352 551 7.14 0.01295

INMOST ILU2(10−3) 86 1.80 0.02093 133 1.99 0.01496
БДП 644 2.43 0.00377 472 1.77 0.00375

Таблица 18 — Сравнение сходимости для предобуславливателей. Количество подобластей m =

64× 64, размер подобласти n = 4× 4, количество неизвестных NA = 261121.

Предобуславливатель #iter Ttotal Tit #iter Ttotal Tit

PETSc ILU(7) ds = 104 206 6.34 0.03077 ds = 106 205 6.37 0.03107
Trilinos AMG 146 11.26 0.07712 663 50.04 0.07547

INMOST ILU2(10−3) 242 11.08 0.04578 338 10.98 0.03248
БДП 1122 17.53 0.01562 866 13.13 0.01516

PETSc ILU(7) ds ∈ [1; 104] 218 6.71 0.03082 ds ∈ [1; 106] 183 5.71 0.03120
Trilinos AMG 111 8.57 0.07720 891 67.93 0.07624

INMOST ILU2(10−3) 149 10.78 0.07234 355 19.45 0.05478
БДП 1445 21.92 0.01516 1336 20.48 0.01532

Таблица 19 — Сравнение сходимости для предобуславливателей. Количество подобластей m =

128× 128, размер подобласти n = 4× 4, количество неизвестных NA = 1046529.

Предобуславливатель #iter Ttotal Tit #iter Ttotal Tit

PETSc ILU(7) ds = 104 1341 9.89 0.00737 ds = 106 403 3.02 0.0074
Trilinos AMG 91 1.23 0.01351 463 6.01 0.01298

INMOST ILU2(10−3) 94 1.56 0.01659 421 5.63 0.01337
БДП 714 2.66 0.00372 400 1.51 0.00377

PETSc ILU(7) ds ∈ [1; 104] 574 4.25 0.00740 ds ∈ [1; 106] 1012 7.51 0.00742
Trilinos AMG 63 0.87 0.01380 380 4.96 0.01305

INMOST ILU2(10−3) 69 1.62 0.02347 171 3.39 0.01982
БДП 740 2.78 0.00375 576 2.12 0.00368

Таблица 20 — Сравнение сходимости для предобуславливателей. Количество подобластей m =

32× 32, размер подобласти n = 8× 8, количество неизвестных NA = 261121.

Предобуславливатель #iter Ttotal Tit #iter Ttotal Tit

PETSc ILU(7) ds = 104 565 17.10 0.03026 ds = 106 1982 59.12 0.02982
Trilinos AMG 88 6.87 0.07806 483 36.63 0.07583

INMOST ILU2(10−3) 191 11.56 0.06052 1094 53.49 0.04889
БДП 1016 15.00 0.01476 966 14.10 0.01459

PETSc ILU(7) ds ∈ [1; 104] 1177 35.2 0.02990 ds ∈ [1; 106] 1223 36.63 0.02995
Trilinos AMG 71 5.58 0.07859 513 39.08 0.07617

INMOST ILU2(10−3) 126 10.49 0.08325 299 21.29 0.07120
БДП 1262 18.97 0.01503 1152 17.15 0.01488

Таблица 21 — Сравнение сходимости для предобуславливателей. Количество подобластей m =

64× 64, размер подобласти n = 8× 8, количество неизвестных NA = 1046529.
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Предобуславливатель #iter Ttotal Tit #iter Ttotal Tit

PETSc ILU(7) ds = 104 3641 449.99 0.12358 ds = 106 3996 495.52 0.12400
Trilinos AMG 92 34.41 0.37402 518 189.17 0.36519

INMOST ILU2(10−3) 322 74.85 0.2324 1441 278.21 0.19306
БДП 2609 165.9 0.06358 1839 117.47 0.06387

PETSc ILU(7) ds ∈ [1; 104] 1517 189.21 0.12472 ds ∈ [1; 106] 3871 368.87 0.09529
Trilinos AMG 76 28.57 0.37592 544 105.23 0.19343

INMOST ILU2(10−3) 206 63.98 0.31058 492 80.80 0.16422
БДП 2996 192.85 0.06436 2539 76.18 0.0300

Таблица 22 — Сравнение сходимости для предобуславливателей. Количество подобластей m =

128× 128, размер подобласти n = 8× 8, количество неизвестных NA = 4190209.

Nproc 1 2 4 8 16 32 64

PETSc ILU(7)
#iter 1248 2046 2173 1767 1337 1629 2476
Time 147.04 115.13 65.94 35.25 25.55 16 14.75
S1 1.0 1.27 2.22 4.17 5.75 9.19 9.96

Trilinos AMG
#iter 116 128 117 133 117 112 114
Time 48.85 27.89 13.36 8.71 5.82 2.59 1.49
S1 1.0 1.75 3.65 5.60 8.39 18.86 32.78

INMOST ILU2(10−3)
#iter 156 208 226 200 206 217 237
Time 53,09 35.51 20.35 10.51 8.20 4.86 3.12
S1 1.0 1.49 2.60 5.05 6.47 10.92 17.01

БДП
#iter 1643 2022 1544 1341 1556 1482 1295
Time 123.45 75.46 30.93 16.06 15.48 7.93 4.03
S1 1.0 1.63 3.99 7.69 7.97 15.56 30.63

Таблица 23 — Зависимость скорости решения задачи от количества процессоров для разных пре­
добуславливателей. ds = 104, количество подобластейm = 64× 64, размер подоб­
ласти n = 8× 8, количество неизвестных NA = 1046529.

Nproc 1 2 4 8 16 32 64

PETSc ILU(7)
#iter 10000 10000 10000 10000 10000 4383 10000
Time 1137.28 536.83 301.08 198.38 190.04 42.83 56.99
Accur. 2.0e­09 6.0e­10 5.0e­02 2.0e­09 4.0e­10 1.0e­09 3.0e­09

Trilinos AMG
#iter 635 647 455 570 626 673 497
Time 258.48 137.10 50.32 36.36 30.63 15.04 5.59
S1 1.0 1.88 5.13 7.05 8.43 17.18 46.23

INMOST ILU2(10−3)
#iter 183 259 288 262 346 370 305
Time 75.52 53.24 32.68 16.92 16.7 10.2 4.87
S1 1.0 1.41 2.31 4.46 4.52 7.40 15.50

БДП
#iter 1848 1343 1219 1375 1527 1579 1608
Time 138.89 50.62 24.87 16.42 15.66 8.5 4.92
S1 1.0 2.74 5.58 8.45 8.86 16.34 28.22

Таблица 24 — Зависимость скорости решения задачи от количества процессоров для разных пре­
добуславливателей. ds ∈ [1; 106], количество подобластей m = 128 × 128, размер
подобласти n = 8× 8, количество неизвестных NA = 4190209.



79

Заключение

Работа посвящена исследованию методов учета различных особенностей

при моделировании диффузионных процессов. Основной результат работы: пред­

ложены и исследованы подходы для учета особенности от распределенных ис­

точников, а также расчета задач с сильно контрастными средами. В частности,

получены следующие результаты:

1. Предложен и численно исследован метод конечных объемов для прибли­

женного решения уравнения диффузии на многогранных сетках, учиты­

вающий особенности от распределенных источников.

2. Предложена модель взаимодействия распределенного источника (сква­

жины) и содержащей его ячейки сетки.

3. Предложен блочно­двухуровневый предобуславливатель, который обес­

печивает независимость скорости сходимости от скачков коэффициен­

та диффузии и экспериментально подтверждено отсутствие роста числа

итераций при возрастании скачка коэффициента диффузии.

4. Разработана параллельная реализация блочно­двухуровневого предобу­

славливателя и проведено его сравнение с предобуславливателями AS­

ILU(k, q), AS­ILU2(τ, q), а также алгебраическим многосеточным предо­

буславливателем.

5. Численные реализации разработанных методов внедрены в программ­

ную платформу INMOST.
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