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Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ è êîìïëåêñà ïðîãðàìì

äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðîöåññîâ àãðåãà-

öèè è ôðàãìåíòàöèè. Ïåðâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîàãóëÿöèè áûëà ïðåä-

ëîæåíà Ìàðèàíîì Ñìîëóõîâñêèì â 1916 ãîäó [1] â âèäå ôîðìàëüíî áåñêî-

íå÷íîé ñèñòåìû êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ îïèñûâàëî èç-

ìåíåíèå âî âðåìåíè êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íåêîòîðîãî ðàçìåðà k íà åäèíèöó

îáú¼ìà ñðåäû. Âïîñëåäñòâèè, ìîäåëü Ñìîëóõîâñêîãî áûëà îáîáùåíà â 1928

ãîäó äî âèäà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ãàíñîì Ìþëëåðîì [2].

Ýòè ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îïèñûâàþò ïðîöåññ ñëèÿíèÿ îãðîìíîãî ÷èñëà

õàîòè÷åñêè äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö ñëîæíîé ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîé ñèñòå-

ìû, âîçíèêàþùèé âñëåäñòâèå èõ íåóïðóãèõ ñîóäàðåíèé. Â êà÷åñòâå èñêîìûõ

âåëè÷èí â äàííûõ ìîäåëÿõ ó÷àñòâóþò ñðåäíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö êîíêðåò-

íûõ ðàçìåðîâ, è, ôîðìàëüíî, ýòè ìîäåëè îïèñûâàþò ýâîëþöèþ êîíöåíòðàöèé

÷àñòèö ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ðàçìåðîâ íà åäèíèöó îáú¼ìà ñðåäû.

Îòòàëêèâàÿñü îò áàçîâûõ ìîäåëåé Ñìîëóõîâñêîãî è Ìþëëåðà, ðàçëè÷íûå

íàó÷íûå ãðóïïû çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëè êðóã ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ìàòå-

ìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ýòîãî òèïà: îò ïðîöåññà ñëèÿíèÿ ÷àñòèö ïðè ñîóäàðå-

íèÿõ äî ïðîöåññîâ èõ äðîáëåíèÿ íà îñêîëêè [3], êàê âñëåäñòâèå ñòîëêíîâåíèé

äðóã ñ äðóãîì, òàê è èç-çà íåñòàáèëüíîñòè êðóïíûõ ÷àñòèö [4], âûïàäåíèÿ

÷àñòèö èç ðàññìàòðèàâåìîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû èëè èõ âáðîñà â ñèñòåìó [5]

è äð [6�9].

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâûâàþùèåñÿ íà èñïîëüçîâàíèè êèíåòè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé òèïà óðàâíåíèé Ñìîëóõîâñêîãî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ

ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ÿâëåíèé è òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: ìàòåìàòè÷å-

ñêèå ìîäåëè ïðîöåññîâ êîàãóëÿöèè-äðîáëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè
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äèíàìèêè àýðîçîëåé â àòìîñôåðå [9], äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ àãðåãàöèè è

ôðàãìåíòàöèè â êîëüöàõ Ñàòóðíà [3], ðîñòà ïîëèìåðîâ [10], êèíåòèêè áåëêîâ-

ïðèîíîâ [7, 8, 11] è äð [5, 12�15].

Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå áûñò-

ðûõ äåòåðìèíèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òèïà

óðàâíåíèé Ñìîëóõîâñêîãî íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ìàëîðàíãîâîé àïïðîêñèìà-

öèè ìíîãîìåðíûõ ìàòðèö, à òàêæå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ëèíåéíîé àëãåáðû,

òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîñòðîåííûõ àëãîðèòìîâ, ñðàâíåíèå èõ ýôôåê-

òèâíîñòè ñ èçâåñòíûìè ìåòîäîëîãèÿìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè, à òàêæå ðåà-

ëèçàöèÿ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ â âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé àëüòåðíàòèâû ðàçðàáàòûâàåìûì ìåòîäèêàì â ýòîé

ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïîïóëÿðíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû (ìåòîäû

Ìîíòå Êàðëî) [16�21]. Äîñòîèíñòâàìè ýòèõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòîòà ðå-

àëèçàöèè è ôèçè÷åñêàÿ íàãëÿäíîñòü ýòàïîâ àëãîðèòìîâ, à òàêæå õîðîøåå

îïèñàíèå èíòåãðàëüíûõ õàðàêåðèñòèê ðåøåíèÿ, íåäîñòàòêîì � ñëîæíîñòè

ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè è íèçêîå êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ ïîëíûõ ðàñïðå-

äåëåíèé ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì èç ãèñòîãðàìì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïðåäëîæåíû íîâûå áûñòðûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ àãðåãàöèè è ôðàãìåí-

òàöèè òèïà óðàâíåíèé Ñìîëóõîâñêîãî, ïîçâîëÿþùèå â òûñÿ÷è ðàç óñêîðèòü

èñõîäíóþ ñõåìó áåç ïîòåðè òî÷íîñòè ðàñ÷¼òîâ. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû îöåíêè

àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ñôîðìóëèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ, à äëÿ ðÿäà ìà-

òåìàòè÷åêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè ñôîðìóëèðîâàíû

è äîêàçàíû òåîðåìû, îáîñíîâûâàþùèå ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîé ìåòîäî-

ëîãèè. Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû ïðîãðàììíî â âèäå êîìïëåêñà

ïðîãðàìì, òî÷íîñòü íîâûõ ìåòîäîâ ïðîòåñòèðîâàíà íà ðÿäå çàäà÷ ñ èçâåñòíû-

ìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, à òàêæå â ñðàâíåíèè c êëàññè÷åñêîé ðàçíîñò-

íîé ìåòîäîëîãèåé è ñ ìåòîäîì Ìîíòå Êàðëî. Ïðèâîäèìûå â ðàáîòå àëãîðèòìû

ïîçâîëÿþò ðàñøèðèòü êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ, à òàêæå ïîâûñèòü òî÷íîñòü èññëåäîâàíèÿ óæå èçâåñòíûõ ñâîéñòâ

ðåøåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè áûñòðûõ

ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òèïà óðàâíå-
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íèÿ Ñìîëóõîâñêîãî, îöåíêàõ ðàíãîâ ðàçëîæåíèé ñ ðàçäåë¼ííûìè ïåðåìåí-

íûìè äëÿ ðÿäà ÿäåð êîàãóëÿöèè, à òàêæå èçâåñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñôîðìóëèðîâàííûõ íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâ-

ñêîãî. Â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ îäíîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé àãðåãàöèè è ôðàã-

ìåíòàöèè ïîñòðîåíû êîíñåðâàòèâíûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ñîõðàíÿòü ôèçè-

÷åñêè âàæíóþ èíâàðèàíòíóþ õàðàêòåðèñòèêó ðåøåíèÿ (ò.í. ïîëíàÿ ìàññà íà

åäèíèöó îáú¼ìà ñðåäû). Ïðåäëîæåíû áûñòðûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îïåðàöèè

íåëèíåéíîé ìíîãîìåðíîé ñâ¼ðòêè ôóíêöèé â èíòåãðàëüíîì âèäå ñî âòîðûì

ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ïî øàãó ñåòêè. Äëÿ âñåõ ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ â

ðàáîòå äàíû îöåíêè èõ àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîãðàììíîé ðåàëèçà-

öèè ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ íà ÿçûêàõ C++ è Python ñ èñïîëüçîâàíèåì

òåõíîëîãèé ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ MPI è OpenMP. Ðàçðàáîòàí-

íûé êîìïëåêñ ïðîãðàìì ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷¼òû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ìîäåëåé àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè, à òàêæå

÷èñëåííî ðåøàòü óðàâíåíèÿ òåõ æå ìîäåëåé â ñòàöèîíàðíîé ôîðìå.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ. Îñ-

íîâíîé ðåçóëüòàò � ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû è êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ àãðåãàöèè è ôðàãìåíòà-

öèè, îñíîâàííûõ íà óðàâíåíèÿõ Ñìîëóõîâñêîãî, â ÷àñòíîñòè

• Ïðåäëîæåíû è îáîñíîâàíû áûñòðûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé òèïà Ñìîëóõîâñêîãî. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëîæåíû áûñòðûå âû-

÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðî-

öåññîâ íåîáðàòèìîé êîàãóëÿöèè, àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè ÷àñòèö â

êîëüöàõ Ñàòóðíà, íåîáðàòèìîé êîàãóëÿöèè ñ èñòî÷íèêîì è ñòîêîì ÷à-

ñòèö, ïðîöåññîâ àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè ÷àñòèö â ïðîôèëå ïî÷â.

• Íîâûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â âèäå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, ïðîâå-

ä¼í ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ýôôåêòèâíîñòü è

òî÷íîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé êà÷åñòâåííî, ðàñøèðåí êëàññ ðåøàåìûõ çàäà÷, ñ ïðè-

ìåíåíèåì ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ

ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äî-

êëàäûâàëèñü àâòîðîì è îáñóæäàëèñü

• íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ

• ñåìèíàðå èì. Ñ. Ì. Áåëîöåðêîâñêîãî ÖÀÃÈ

• ñåìèíàðå �Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ôèçèêå� ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ

• ñåìèíàðàõ êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé è ìîäåëèðîâàíèÿ ÌÃÓ

èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà

• ñåìèíàðàõ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà àêàäåìèè íàóê èì. Ñòåêëîâà

è íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

1. �Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ 2013� (ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2013)

2. 56 íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ÌÔÒÈ (Ìîñêâà � Äîëãîïðóäíûé � Æóêîâ-

ñêèé, 2013)

3. �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ 2014� (ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà,

2014)

4. �8th international congress on industrial and applied mathematics ICIAM

2015� (Ïåêèí, Êèòàé, 2015)

5. �4th International Conference on Matrix Methods in Mathematics and Applications

(MMMA-2015)� (Ñêîëêîâî � Ìîñêâà, 2015)

6. �Physics Informed Machine Learning� (Ñàíòà Ôå, Íüþ Ìåêñèêî, ÑØÀ,

2016)

7. �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ 2016� (ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà,

2016)

8. �20th Conference of the International Linear Algebra Society ILAS 2016�

(Ë¼âåí, Áåëüãèÿ, 2016)
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9. 59 íàó÷íàÿ Êîíôåðåíöèÿ ÌÔÒÈ (Ìîñêâà � Äîëãîïðóäíûé � Æóêîâ-

ñêèé, 2016)

10. �The Sixth China-Russia Conference on Numerical Algebra with Applications�

(Ìîñêâà, 2017)

11. �30th Marian Smoluchowski Symposium on Statistical Physics� (Êðàêîâ,

Ïîëüøà 2017) .

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè îòìå÷åíû Çîëîòîé ìåäàëüþ ÐÀÍ çà ëó÷øóþ ñòó-

äåí÷åñêóþ ðàáîòó ïî ìàòåìàòèêå 2015 ãîäà.

Ïóáëèêàöèè Ïî òåìå ðàáîòû áûëè îïóáëèêîâàíû 12 ðàáîò, ñðåäè êî-

òîðûõ 5 ñòàòåé [22�26] (âñå âõîäÿò â ïåðå÷åíü ÂÀÊ), à òàêæå 7 ïå÷àòíûõ

ðàáîò [27�33] â ñáîðíèêàõ òåçèñîâ è òðóäîâ êîíôåðåíöèé.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Â ðàáîòå [22] àâòîð ñôîðìóëèðîâàë îðèãèíàëü-

íûå èäåè óñêîðåíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, ðàçðàáîòàë èõ

ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ è ïðîâ¼ë îáøèðíûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåí-

òû ïî èññëåäîâàíèþ âîçìîæíîñòåé èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ èäåé íà

ïðàêòèêå. Àâòîðñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé èç äàííîé ðàáîòû ïðèíàäëå-

æèò Í. Â. Áðèëëèàíòîâó, ïîñòàíîâêà çàäà÷è ÷èñëåííîãî àíàëèçà ðàññìàò-

ðèâàåìûõ óðàâíåíèé ïðèíàäëåæèò Òûðòûøíèêîâó Å.Å. è Ñìèðíîâó À. Ï.

Ðàáîòà [24] âûïîëíåíà àâòîðîì ïîëíîñòüþ ñàìîñòîÿòåëüíî. Â ðàáîòå [23] àâ-

òîðó ïðèíàäëåæàò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ áàëëè-

ñòè÷åñêîãî ÿäðà êîàãóëÿöèè, ôîðìóëèðîâêà ýôôåêòèâíîé ÷èñëåííîé ñõåìû

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêîãî â íåïðåðûâíîì âèäå, à òàêæå

âûïîëíåíèå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèåì ïðîèçâî-

äèòåëüíîñòè ðàçíîñòíîé ìåòîäîëîãèè. Òûðòûøíèêîâó Å.Å. ïðèíàäëåæèò ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è î ñíèæåíèè àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé

ðàçíîñòíîé ñõåìû, Ñìèðíîâó À. Ï. ïðèíàäëåæàò ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ è

âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì ïðîèçâîäèòåëü-

íîñòè ìåòîäà Mass Flow Monte Carlo. Â ðàáîòå [25] àâòîð ïðåäëîæèë îðèãè-

íàëüíûå èäåè âûïîëíåíèÿ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è äî-

êàçàë òåîðåìû î ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ íåñêîëüêèõ êëàññîâ ÿäåð êîàãóëÿöèè

è îäíîãî êëàññà àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî. Ðåçóëüòà-

òû, ñâÿçàííûå ñ òåñòèðîâàíèåì ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ìåòîäà Mass Flow Monte
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Carlo â ñëó÷àå ìíîãîêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè â [25] ïðèíàäëå-

æàò Ñìèðíîâó À. Ï. Æåëòêîâ Ä. À. ïðèíèìàë ó÷àñòèå â íåïîñðåäñòâåííîé

ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòå àëãîðèòìîâ, à èäåéíàÿ ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è âûïîëíåíà âñåìè àâòîðàìè ðàáîòû ñîâìåñòíî. Â [26] àâòîðîì

ïðîäåëàíà áîëüøàÿ ðàáîòà ïî òåñòèðîâàíèþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðîãðàìì-

íîé ðåàëèçàöèè íîâîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé êîà-

ãóëÿöèè äëÿ ìîäåëè ñ èñòî÷íèêîì è ñòîêîì ÷àñòèö. Ïîñòàíîâêà ðåøåííîé â

ðàáîòå çàäà÷è âûïîëíåíà ñîâìåñòíî ñî Ñìèðíîâûì À. Ï., à Æåëòêîâ Ä. À.

è Òûðòûøíèêîâ Å.Å. ïðèíèìàëè ó÷àñòèå â âàëèäàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-

òîâ.

Äèññåðòàöèîííîå èññëåäîâàíèå çàêîí÷åííûì è ñàìîñòîÿòåëüíûì òðóäîì

àâòîðà.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷å-

òûð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 118 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 16 ðèñóíêîâ, 18 òàáëèö è

ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 88 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îáçîð ñòðóêòóðû è

îáùèå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé àãðåãàöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà,

çàïèñàííûõ â êëàññå óðàâíåíèé òèïà Ñìîëóõîâñêîãî. Â ãëàâå ïåðå÷èñëåíû

èçâåñòíûå òåîðåòè÷åñêèå ôàêòû î ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé,

èçâåñòíûå êëàññû àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû ìàòåìà-

òè÷åñêèå ìîäåëè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ

÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç îáëàñòè òåîðèè

ìàëîðàíãîâûõ ìàòðè÷íûõ è òåíçîðíûõ ðàçëîæåíèé, à èìåííî ïîíÿòèå ðàí-

ãà ìàòðèöû, ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ìàëîðàíãîâûõ ìàòðè÷íûç ðàçëîæåíèé, äà-

íî îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðíîãî ðàíãà è êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðíîãî

ðàçëîæåíèÿ, äàíû îïðåäåëåíèÿ ðàçëîæåíèÿ â ôîðìàòå òåíçîðíîãî ïîåçäà è

ÒÒ-ðàíãîâ. Äàëåå âî âòîðîé ãëàâå ñôîðìóëèðîâàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøå-

íèÿ îäíîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé êîàãóëÿöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà, ïðèâåä¼í

îáçîð íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ Ìîíòå Êàðëî. Â ñåêöèÿõ 2.2 è 2.3 ïðåäëîæåíû

íîâûå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû óñêîðåíèÿ øàãîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðåäèêòîð-

êîððåêòîð íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ìàëîðàíãîâûõ ìàòðè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé

ôóíêöèé ÿäåð êîàãóëÿöèè è áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ëèíåéíîé àëãåáðû, ïðåä-
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ëîæåíà ýôôåêòèâíàÿ ñõåìà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ áûñòðûõ

ìåòîäîâ, ñôîðìóëèðîâàí ïðîñòåéøèé áûñòðûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ

îäíîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé â ñòàöèîíàðíîé ôîðìå. Â äîïîëíåíèå ê ïðåä-

ëîæåííîìó áûñòðîìó èòåðàöèîííîìó àëãîðèòìó ïðèâåäåíû äîïîëíèòåëüíûå

ðàññóæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ëîêàëüíîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà óñêîðåíèÿ Àíäåðñîíà

äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé.

Â ñåêöèè 2.3 âòîðîé ãëàâû ïðåäëàãàþòñÿ äâà íîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäà

ðåøåíèÿ ìíîãîêîìïîíåòíîãî óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêîãî, îñíîâàí-

íûå îäíîâðåìåííîì èñïîëüçîâàíèè ìàëîðàíãîâûõ àïïðîêñèìàöèé ÿäðà êîà-

ãóëÿöèè è ðåøåíèÿ â ôîðìàòå òåíçîðíîãî ïîåçäà äëÿ óñêîðåíèÿ øàãîâ ÿâíîé

ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð. Ïåðâûé ìåòîä îñíîâàí íà ðåêóðñèâ-

íîì ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìàëîðàíãîâûõ ïðèáëèæåíèé ìàññè-

âîâ â ÒÒ-ôîðìàòå, âòîðîé îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè è ðåàëèçàöèè áûñòðûõ

îïåðàöèé ñ ìàññèâàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â âèäå ÒÒ-ðàçëîæåíèé. Â ñåêöèè

ïðåäëîæåí íîâûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ îïåðàöèè íèæíåòðåóãîëüíîé áèëè-

íåéíîé èíòåãðàëüíîé ñâåðòêè ôóíêöèé ïðè ïîìîùè êâàäðàòóðû òðàïåöèé ñî

âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè, à òàêæå áûñòðûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ áèëèíåéíîãî

èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà òèïà Ôðåäãîëüìà â ïàðàëëåïèïåäå â ÒÒ-ôîðìàòå

ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.

Â òðåòüåé ãëàâå äàíû íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ðàíãîâ ðàçëî-

æåíèé â ôîðìàòå òåíçîðíîãî ïîåçäà íåêîòîðûõ ôóíêöèé ÿäåð êîàãóëÿöèè,

à òàêæå îöåíêè ðàíãîâ îäíîãî êëàññà èçâåñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çà-

äà÷è Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî. Ïîëó÷åííûå

òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè äîêàçûâàþò ýôôåêòèâíîñòü ñôîðìóëèðîâàííîé ìåòî-

äîëîãèè, à òàêæå å¼ ïðèìåíèìîñòü ê øèðîêîìó êëàññó ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé, çàïèñàííûõ â êëàññå óðàâåíåíèé Ñìîëóõîâñêîãî.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ñ ðåàëè-

çàöèåé âñåõ îïèñàííûõ â äàííîé ðàáîòå àëãîðèòìîâ è ìíîæåñòâåííûå ðåçóëü-

òàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî òåñòèðîâàíèþ ýôôåêòèâíîñòè ñôîðìóëè-

ðîâàííîé ìåòîäîëîãèè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå íîâûõ ìåòîäîâ ñ èñõîäíîé ðàç-

íîñòíîé ìåòîäîëîãèåé è ñ ìåòîäàìè Ìîíòå Êàðëî. Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ðàñ-

ïàðàëëåëèâàíèÿ áûñòðîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ îäíîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé ïðîòå-

ñòèðîâàíà íà êëàñòåðå ÈÂÌ ÐÀÍ è ñóïåðêîìïüþòåðå �Ëîìîíîñîâ�. Íà ïðàê-

òèêå ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ìàëûå ðàíãè, êàê ôóíêöèé ÿäåð êîàãóëÿöèè, òàê
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è ïîñòðîåííûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Ïðîòåñòèðîâàíà òî÷íîñòü ïðåäëîæåííîé

ìåòîäîëîãèè � íîâûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò â ñîòíè ðàç ïîâûñèòü òî÷íîñòü ðàñ-

÷¼òîâ è äî òûñÿ÷è ðàç óìåíüøèòü âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ èõ ïðîâåäåíèÿ.

Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, à òàêæå ïðåäëîæåíèÿ

ïî âîçìîæíîìó ðàçâèòèþ è èñïîëüçîâàíèþ ïðåäëîæåííîé ìåòîäîëîãèè.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó ÐÀÍ Òûð-

òûøíèêîâó Åâãåíèþ Åâãåíüåâè÷ó çà íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî è ïîñòîÿííóþ ïîä-

äåðæêó â èññëåäîâàíèÿõ, äîöåíòó ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíî-

ñîâà ê.ô-ì í. Ñìèðíîâó Àëåêñàíäðó Ïàâëîâè÷ó çà ïëîäîòâîðíîå ìíîãîëåòíåå

íàó÷íîå ñîòðóäíè÷åñòâî, à òàêæå ïðîôåññîðó Ëåñòåðñêîãî óíèâåðñèòåòà ä. ô-

ì í. Áðèëëèàíòîâó Íèêîëàþ Âàñèëüåâè÷ó, ìëàäøåìó íàó÷íîìó ñîòðóäíèêó

èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ Æåëòêîâó Äìèòðèþ Àëåêñàí-

äðîâè÷ó, ñòàðøåìó íàó÷íîìó ñîòðóäíèêó èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-

òèêè ÐÀÍ ê.ô-ì í. Çàìàðàøêèíó Íèêîëàþ Ëåîíèäîâè÷ó, ãëàâíîìó íàó÷íîìó

ñîòðóäíèêó èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ ä.ô-ì í. Àãîøêîâó

Âàëåðèþ Èâàíîâè÷ó, çàâåäóþùåé ìåæäèñöèïëèíàðíîé ëàáîðàòîðèåé ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî÷âåííûõ ñèñòåì ïî÷âåííîãî èíñòèòóòà èìåíè

Äîêó÷àåâà ê. á. í. Âàñèëüåâîé Íàäåæäå Àðêàäüåâíå çà ìíîæåñòâî ïîëåçíûõ

ñîâåòîâ, çàìå÷àíèé è ïðåäëîæåíèé.
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Ãëàâà 1

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ôèçè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ, çàïèñàííûå â êëàññå óðàâíåíèé

òèïà Ñìîëóõîâñêîãî

1.1 Îáùèå ÷åðòû ðàññìàòðèâàåìûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì

Îïèñàíèå íåóïðóãî ñòàëêèâàþùèõñÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñëîæíîé

ñèñòåìû � âàæíàÿ çàäà÷à ìåõàíèêè. Èìåííî íåóïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö

ëåæàò â îñíîâå ïðîöåññîâ êîàãóëÿöèè (äàëåå òàêæå àãðåãàöèè è ñëèÿíèÿ) è

äðîáëåíèÿ (äàëåå òàêæå ôðàãìåíòàöèè). Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííîé îäíî-

ðîäíîñòè, ñîñòîÿíèå òàêèõ ñèñòåì îïðåäåëÿåòñÿ áàëàíñîì ìåæäó ïðîöåññàìè

àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè.

Ïðè ó÷¼òå òîëüêî ïàðíûõ ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö ïðîöåññû êîàãóëÿöèè è

äðîáëåíèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû ôåíîìåíîëîãè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, íîñÿùè-

ìè îáùåå íàçâàíèå �óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî� [9, 14, 34]. Ýòè ìàòåìàòè÷å-

ñêèå ìîäåëè ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáîñíîâàííûìè â ñëó÷àå íåâûñîêîé ïëîòíîñòè

ðàññìàòðèâàåìûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, êîãäà òðîéíûå, ÷åòâåðíûå è ò.ä. ñòîëê-

íîâåíèÿ ÷àñòèö ñðàâíèòåëüíî ðåäêè [4,35]. Òåì íå ìåíåå èçâåñòíû è ìàòåìà-

òè÷åñêèå ìîäåëè òàêîãî òèïà, ó÷èòûâàþùèå òðîéíûå âçàèìîäåéñòâèÿ [36]. Â

äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîöåññîâ êîàãóëÿ-

öèè è äðîáëåíèÿ òîëüêî ñ áèíàðíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ÷àñòèö.

Ïðîöåññû àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè ëåæàò â îñíîâå ñàìûõ ðàçíîîáðàç-
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íûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé � îò ðîñòà ïîëèìåðîâ [10], áåëêîâ ïðèîíîâ [11], âîç-

íèêíîâåíèÿ àòìîñôåðíûõ îñàäêîâ, êèíåòèêè àýðîçîëåé â àòìîñôåðå [9] äî

îáðàçîâàíèÿ çâ¼çä è ïëàíåò [3, 34]. Â çàâèñèìîñòè îò îñîáåííîñòåé èçó÷àå-

ìûõ ñèñòåì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äèñêðåòíûé âàðèâàíò óðàâíåíèÿ Ñìîëó-

õîâñêîãî, êîãäà âñå îáúåêòû (àãðåãàòû) ñîñòîÿò èç îïðåäåëåííîãî ÷èñëà ìî-

íîìåðîâ [3,5,10,11], ò.å. ÷àñòèö ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà, âîçìîæíîãî â äàííîé

ñèñòåìå, èëè íåïðåðûâíûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî [9, 34], êîãäà

â ñèñòåìå ôîðìàëüíî íå ââîäÿòñÿ ÷àñòèö åäèíè÷íîãî ðàçìåðà, èç êîòîðûõ â

äàëüíåéøåì îáðàçóþòñÿ áîëåå êðóïíûå. Åñëè ÷àñòèöû ñèñòåìû ìîãóò ñîñòî-

ÿòü èç íåñêîëüêèõ ñîåäèíåíèé ðàçíîé ïðèðîäû (êîìïîíåíò), ïðîöåññ êîàãóëÿ-

öèè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî [37,38].

1.2 Áàçîâàÿ ìîäåëü êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêîãî

Ïóñòü nk(t) � êîíöåíòðàöèÿ (ò.å. ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â åäèíèöå

îáú¼ìà) àãðåãàòîâ, èç k "ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö". Óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî

îïèñûâàþò èçìåíåíèå nk âî âðåìåíè. Â ïðîöåññå ýâîëþöèè â ñèñòåìå îáðàçó-

þòñÿ ÷àñòèöû âñ¼ áîëüøåãî è áîëüøåãî ðàçìåðà, òàê ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé,

ñòðîãî ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íà. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïðîöåññà ôðàãìåíòàöèè è

èñòî÷íèêîâ èëè ñòîêîâ ÷àñòèö, óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî èìåþò âèä:

dnk
dt

=
1

2

k−1∑
i=1

Ci,k−inink−i − nk
∞∑
i=1

Ckini, k = 1,∞. (1.1)

Ïåðâûé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè â äàííûõ óðàâíåíèÿõ îáîçíà÷àåò ðîñò êîíöåíòðà-

öèè ÷àñòèö ðàçìåðà k âñëåäñòâèå ñëèÿíèé ÷àñòèö ðàçìåðîâ i è k − i, âòîðîé
÷ëåí îáîçíà÷àåò å¼ óáûëü èç-çà ñëèÿíèé ÷àñòèö ðàçìåðà k ñ äðóãèìè ÷àñòè-

öàìè. Ìíîæèòåëü 1
2 ïîçâîëÿåò èçáåæàòü �äâîéíîãî� ó÷¼òà ñëèÿíèé ÷àñòèö

ðàçìåðîâ i è k − i. Êèíåòè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû Cij îáîçíà÷àþò �÷àñòîòó�

ñëèÿíèé ÷àñòèö ñ ðàçìåðàìè i è j. Èìåííî â òàêîì âèäå â ïèîíåðñêîé ðàáî-

òå 1916 ãîäà [1] Ñìîëóõîâñêèé ñôîðìóëèðîâàë ñâîþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü

ïðîöåññà êîàãóëÿöèè.
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Âèä êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ (ÿäåð) Ci,j îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèôèêîé

èçó÷àåìûõ ñèñòåì. Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóþò íåîòðèöàòåëüíîñòü

è ñèììåòðè÷íîñòü ÿäåð êîàãóëÿöèè [34]:

Cij = Cji ≥ 0.

Äëÿ ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [6, 15, 34]) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âàæ-

íûì ñâîéñòâî îäíîðîäíîñòè ÿäåð êîàãóëÿöèè

Cki,kj = kαCi,j.

Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t èñïîëü-

çóþòñÿ ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà íà åäèíèöó îáú¼ìà

N(t) =
∞∑
i=1

nk(t)

è ñðåäíÿÿ ìàññà âåùåñòâà íà åäèíèöó îáú¼ìà

M(t) =
∞∑
i=1

knk(t).

Â ñëó÷àå, åñëè ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ÿäðà α ≤ 1 â ñèñòåìå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí

ñîõðàíåíèÿ ìàññû [34,39]

M(t) = M(0) = const.

Åñëè α > 1 çà êîíå÷íûé îòðåçîê âðåìåíè t ∈ [0;T ] çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû

ìîæåò íàðóøèòüñÿ: ñðåäíÿÿ ìàññà âåùåñòâà â ñèñòåìå ìîæåò êîëåáàòüñÿ [13],

óáûâàòü [34] è äàæå ñòàíîâèòüñÿ áåñêîíå÷íîé [6,12]. Â ñëó÷àÿõ, åñëè ñðåäíÿÿ

ìàññà âåùåñòâà çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé, ïðèíÿòî ãîâî-

ðèòü, ÷òî íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå �ãåëÿöèè�. Ñ÷èòàåòñÿ, ïðè ãåëÿöèè îáðàçóåòñÿ

�ñâåðõ÷àñòèöà� , àãðåãèðóþùàÿ íà ñåáÿ âñ¼ âåùåñòâî ñèñòåìû, îáëàäàþùàÿ

áåñêîíå÷íîé ìàññîé [6, 12]. Ôåíîìåí ãåëÿöèè ñëîæíî èññëåäîâàòü è ñ òî÷êè

çðåíèÿ òåîðèè, è ñ òî÷êè çðåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ.
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Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêîãî èìååò âèä

∂n(v, t)

dt
=

1

2

v∫
0

C(u, v − u)n(u, t)n(v − u, t)du−

−n(v, t)

∞∫
0

C(v, u)n(u, t)du.

(1.2)

Âïåðâûå â òàêîé ôîðìå ìîäåëü êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêîãî áûëà çàïèñàíà

Ãàíñîì Ìþëëåðîì [2]. Çäåñü n(v, t) � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ðàçìåðà v íà åäè-

íèöó îáú¼ìà ñðåäû â ìîìåíò âðåìåíè t. Àíàëîãè÷íî äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ,

ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè çäåñü îòâå÷àåò çà ïîÿâëåíèå ÷àñòèö îáú¼ìà v

âñëåäñòâèå ñëèÿíèé ÷àñòèö îáúåìîâ v−u è u, à âòîðîé ÷ëåí çà óáûëü ÷àñòèö
îáú¼ìà v èç-çà ñëèÿíèé ñ äðóãèìè.

Ïðè èçâåñòíîì íà÷àëüíîì óñëîâèè, êàê â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå n(v, t =

0) = n0(v), òàê è â äèñêðåòíîì nk(t = 0) = nk0, ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ

óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêîãî. Äëÿ ñëåäóþùèõ ÿäåð

C(u, v) ≡ 1,

C(u, v) = u+ v,

C(u, v) = uv

è íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé

n0(v) = e−v,

nk0 = δ1,k,

ãäå δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà, èçâåñòíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêîãî [34, 36]. Íà÷àëüíîå óñëîâèå nk0 =

δ1,k ïðèíÿòî íàçûâàòü ìîíîäèñïåðñíûì [36].

Äëÿ íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ÿäåð è íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ íà÷àëüíûõ

óñëîâèé äîêàçàíà êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøè [39]. Â ñëó÷àå, åñëè

íåïðåðûâíîå ÿäðî ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòîâ ê áåñêîíå÷íîñòè âîçðàñòàåò íå
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áûñòðåå ëèíåéíîé ôóíêöèè

lim
u,v→∞

C(u, v)

(1 + u+ v)α
= 0, α < 1,

äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî [34]. Â ñëó-

÷àå çàäà÷è Êîøè äëÿ íåïðåðûâíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî äëÿ íåêîòîðûõ

ÿäåð êîàãóëÿöèè ñ îñîáåííîñòÿìè íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ, íàïðèìåð,

C(u, v) = [(u
1
3 + v

1
3 )(u

−1
3 + v

−1
3 )]3

è íåêîòîðûõ êëàññîâ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè [34]. Òàêæå äîêàçàíà, ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé

çàäà÷ Êîøè ñ ÿäðàìè

CN(u, v) =

{
C(u, v) u, v ∈ [ 1N , N ]× [ 1N , N ]

0 u, v /∈ [ 1N , N ]× [ 1N , N ]

ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ ÿäðîì

C(u, v) [34]. Äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ äîêàçàíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû. Â

ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ èìååò ìåñòî íåîòðèöàòåëüíîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 [34]. Ñâîéñòâî íåîòðè-

öàòåëüíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî èìååò âàæ-

íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë � êîíöåíòðàöèÿ n(v, t) ÷àñòèö ðàçìåðà v íà åäèíèöó

îáú¼ìà ñðåäû íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ÿäåð êîàãóëÿöèè â ðàáîòå [34] äîêàçàíî ñòðåì-

ëåíèå ê íóëþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî áåç èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ

÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíîñòè ðåøå-

íèÿ è çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû îáùåå ÷èñëî êîàãóëèðóþùèõ ÷àñòèö N(t)

áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Äàííûé ôàêò, èìååò ïðîñòóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåð-

ïðåòàöèþ: ïðè ñîõðàíåíèè îáùåé ìàññû âåùåñòâà äëÿ îáðàçîâàíèÿ êðóïíûõ

÷àñòèö òðåáóåòñÿ ñëèÿíèå áîëüøîãî ÷èñëà ìåëêèõ.
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1.3 Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, çàïèñàííûå ñ ïîìîùüþ óðàâ-

íåíèé òèïà Ñìîëóõîâñêîãî

1.3.1 Ìîäåëü íåîáðàòèìîé êîàãóëÿöèè ñ èñòî÷íèêîì ìîíîìåðîâ

Åñëè â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé äîïóñòèìûé ðàçìåð ÷àñòèöû è

èñòî÷íèê ìîíîìåðîâ ìîùíîñòè J , òî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ïðèìóò âèä

êîíå÷íîé ñèñòåìû êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçìåðíîñòè

N(ñì., íàïðèìåð, [5]):
dn1
dt = J − n1

N∑
i=1

C1ini

dnk
dt = 1

2

k−1∑
i=1

Ci,k−inink−i − nk
N∑
i=1

Ckini, k = 2, N.

(1.3)

Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ íåîáðàòèìîé êîàãóëÿöèè ñ

ìãíîâåííûì âûâîäîì èç ñèñòåìû ÷àñòèö ðàçìåðà, áîëüøåãî, ÷åì N , è èñòî÷-

íèêîì ìîíîìåðîâ ïîñòîÿííîé ìîùíîñòè J .

Â ñòàöèîíàðíîì âèäå, äàííûå óðàâíåíèÿ èìåþò ôîðìó ñèñòåìû êâàäðà-

òè÷íûõ óðàâíåíèé:
0 = J − n1

N∑
i=1

C1ini

0 = 1
2

k−1∑
i=1

Ci,k−inink−i − nk
N∑
i=1

Ckini, k = 2, N.

(1.4)

Ñòàöèîíàðíàÿ ôîðìà çàïèñè ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ èñõîäíîé ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè t→∞, åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò.

Ïðè N =∞ (ò.å. áåç ìàêñèìàëüíîãî äîïóñòèìîãî ðàçìåðà ÷àñòèö) â ñëó-

÷àå ñåìåéñòâà ÿäåð êîàãóëÿöèè

C(i, j) = iνjµ + iµjν, |ν − µ| < 1, ν + µ < 1, ν, µ ∈ [0, 1]
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äëÿ óðàâíåíèé äàííîé ìîäåëè â ñòàöèîíàðíîé ôîðìå èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå [15]:

nk =

√
J(1− (ν − µ)2)cos(π(ν − µ)/2)

4π
k−(ν+µ+3)/2.

Â ðàáîòå [5] äëÿ çàäà÷è Êîøè ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì è ñëó÷àÿ

|ν − µ| > 1, ν + µ < 1, ν, µ ∈ [0, 1]

ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ îñöèëëèðóþùåé êîíå÷íîé

ñðåäíåé ìàññîé âåùåñòâà. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî àìïëè-

òóäà è ïåðèîä îñöèëëÿöèé ìàññû ðàñòóò ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ ðàçíî-

ñòè ïîêàçàòåëåé |ν − µ| > 1, à òàêæå ñ ðîñòîì ïðåäåëüíîãî ðàçìåðà ÷àñòèöû

M .

1.3.2 Óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè-äðîáëåíèÿ

Åñëè â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò ïðîöåññû ôðàãìåíòàöèè, â íåïðåðûâíîì

ñëó÷àå óðàâíåíèå êîàãóëÿöèè äðîáëåíèÿ èìååò âèä [9,40,41]:

∂n(v, t)

dt
=

1

2

v∫
0

C(u, v − u)n(u, t)n(v − u, t)du

−n(v, t)

∞∫
0

C(v, u)n(u, t)du

−
∞∫
0

ψ(u, v)n(u, t)du+
n(v, t)

v

v∫
0

uψ(u, v)du

(1.5)

Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ ÿäðî ψ(u, v), õàðàêòåðèçóþùåå ïðîöåññ äðîáëå-

íèÿ ÷àñòèö. Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî ψ(u, v) ≥ 0 ïðè u < v è

ψ(u, v) = 0 ïðè u > v [9]. Òàê æå, êàê è äëÿ ÿäåð ïðîöåññà àãðåãàöèè, âèä

ÿäåð äðîáëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé

ñèñòåìû.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîöåññû äðîáëåíèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû è â

âèäå íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå óäàðíûõ ðàñïàäîâ ÷àñòèö íà

îñêîëêè. Íàïðèìåð, â ïëàíåòíûõ êîëüöàõ îáðàçîâàíèå íîâûõ àãðåãàòîâ ïðî-

èñõîäèò ïðè ïàðíûõ ñòîëêíîâåíèÿõ ÷àñòèö ñ èõ ñ ïîñëåäóþùèì ñëèÿíèåì

èëè äðîáëåíèåì íà áîëåå ìåëêèå ÷àñòèöû [4,35]. Â ïðèëîæåíèè ê ïëàíåòíûì

êîëüöàì Ñàòóðíà â [3] ïîêàçàíî, ÷òî êèíåòè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ïðîöåññà

äðîáëåíèÿ Ψi,j îòëè÷àþòñÿ îò Ci,j ëèøü ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñîìíîæèòåëåì

λ > 0, ò.å. Ψi,j = λCi,j. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé àãðåãàöèè è ôðàã-

ìåíòàöèè èìååò âèä [3]:

dnk(t)

dt
=

1

2

∑
i+j=k

Ci,jninj − (1 + λ)nk
∑
j≥1

Cj,knj , k = 2,∞ . (1.6)

Ïðè λ = 0, ïîëó÷èì êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé àãðåãàöèè Ñìîëóõîâ-

ñêîãî. Óðàâíåíèå äëÿ ìîíîìåðîâ ñ ó÷¼òîì óêàçàííûõ âûøå ïðîöåññîâ ïðèíè-

ìàåò âèä:

dn1
dt

= −n1
∑
j≥1

C1,jnj +
λ

2

∑
i,j≥2

Ci,j(i+ j)ninj + λn1
∑
j≥2

jC1,jnj . (1.7)

Â ñëó÷àå ÿäðà Cij ≡ 1 è nk0 = δ1k èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óêàçàí-

íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé [3], ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü áóäåò èçìåíÿòüñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N(t) =


2λ

1+2λ−exp (−λt) åñëè λ > 0

2
2+t åñëè λ = 0 .

1.3.3 Ëîêàëüíàÿ ìîäåëü àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè â ïðîôèëå

ïî÷âû

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïðîôèëÿ ïî÷â â Ìåæäèñöèïëèíàðíîé ëàáîðà-

òîðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî÷âåííûõ ñèñòåì èíñòèòóòà èì. Äî-

êó÷àåâà èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîìàñøòàáíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü [42], â ðàì-

êàõ êîòîðîé íåîáõîäèìî ðåøàòü êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ àãðåãàöèè è ôðàã-
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ìåíòàöèè ïî÷âåííûõ ÷àñòèö:

dni
dt

=
1

2

i−1∑
j=1

Ci−j,j ni−j nj −
N−i∑
j=1

Ci,j ni nj−

−Fi ni +
N∑

k=i+1

Fk nk
2

k − 1
, i = 1, 2, . . . N.

(1.8)

Ïåðâûé ÷ëåí çäåñü îïèñûâàåò ðîñò êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ðàçìåðà i âñëåäñòâèå

ñëèÿíèé ÷àñòèö ðàçìåðîâ j è i− j, âòîðîé îïèñûâàåò å¼ óáûëü èç-çà ñëèÿíèé
÷àñòèö ðàçìåðà i ñ ÷àñòèöàìè äðóãèõ ðàçìåðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå äâà

÷ëåíà îïèñûâàþò ïðîöåññ àãðåãàöèè ÷àñòèö, à êîýôôèöèåíòû Ci−j,j � ÿäðà

êîàãóëÿöèè ñëåäóþùåãî âèäà:

Ci,j =
√
C(i

1
3 + j

1
3 )α
(

1

i
1
3

+
1

j
1
3

)β
.

Â ÿäðî âõîäÿò ïàðàìåòðû ëèïêîñòè è ïðî÷íîñòè C, α, β, çàâèñÿùèå îò ñî-

äåðæàíèÿ îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà è åãî ãèäðîôîáíîñòè. Òàê, íàïðèìåð, ìàñ-

ñîâîå ðàñïðåäåëåíèå ñìåñåé ïî ñîäåðæàíèþ îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà B(α) ñ

èíôîðìàöèåé î ãèäðîôîáíîñòè H(α) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ëîêàëü-

íîé áèîëîãè÷åñêèõ ìîäåëè ìèêðîïðîöåññîâ: α - äîëÿ îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà

â îðãàíî-ìèíåðàëüíîé ñìåñè. Ñòðîãî ãîâîðÿ, óðàâíåíèÿ äàííîé ìîäåëè íåëü-

çÿ ñ÷èòàòü óðàâíåíèÿìè Ñìîëóõîâñêîãî, èç-çà îñîáîé ñïåöèôèêè ïðîöåññîâ,

ïðîèñõîäÿùèõ â ïî÷âåííûõ ñèñòåìàõ. Òåì íå ìåíåå ýòà ñèñòåìà êèíåòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ïî ôîðìàëüíîé ñòðóêòóðå çàïèñè ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè Ñìî-

ëóõîâñêîãî, ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòìû, ðàçðàáàòûâàåìûå â ðàìêàõ äàííîé

ðàáîòû áóäóò ïîëåçíû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýòîé ìîäåëè.

Ïðîöåññû äðîáëåíèÿ çäåñü îïèñûâàþòñÿ òðåòüèì è ÷åòâ¼ðòûì ÷ëåíàìè.

Êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå äàííîé ìîäåëè îò óðàâíåíèé àãðåãàöèè è ôðàãìåíòà-

öèè â ïëàíåòíûõ êîëüöàõ è óðàâíåíèé êîàãóëÿöèè-äðîáëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ

â óíàðíîñòè ïðîöåññà ôðàãìåíòàöèè ÷àñòèö � çäåñü, ÷àñòèöû äðîáÿòñÿ íà

îñêîëêè íå èç-çà ñòîëêíîâåíèé äðóã ñ äðóãîì, à èç-çà ñîáñòâåííîé íåñòàáèëü-

íîñòè. Òðåòèé ÷ëåí îïèñûâàåò óáûëü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ðàçìåðà i èç-çà

ñïîíòàííîãî ðàñïàäà íà îñêîëêè âñëåäñòâèå èõ íåñòàáèëüíîñòè, à ÷åòâ¼ðòûé

îïèñûâàåò å¼ ðîñò âñëåäñòâèå ïîÿâëåíèÿ îñêîëêîâ ðàçìåðà i èç-çà ðàñïàäà
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äðóãèõ áîëåå êðóïíûõ ÷àñòèö. Ìàêñèìàëüíûì äîïóñòèìûì ðàçìåðîì ÷àñòè-

öû ïîëàãàåòñÿ ÷èñëî N , êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü òîæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì

ýòîé ìîäåëè. Êîýôôèöèåíòû Fk, îòâå÷àþùèå çà èíòåíñèâíîñòü óíàðíûõ ðàñ-

ïàäîâ ÷àñòèö, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Fi =

{
eγ(i

1
3−CP

1
3 ), i ≥ P

0, i < P

ãäå ïàðàìåòðû γ è P òàêæå çàâèñÿò îò ðåøåíèÿ ëîêàëüíîé áèîëîãè÷åñêîé

ìîäåëè ìèêðîïðîöåññîâ. Ñìûñëîì, ïàðàìåòðà P ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé ðàçìåð

ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ P ñòàáèëüíûõ àãðåãàòîâ, íå ïîäâåðæåííûõ ïðîöåññó

äðîáëåíèÿ íà îñêîëêè.

Òàêæå óðàâíåíèÿ äàííîé ìîäåëè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñòàöèîíàðíîé

ôîðìå

0 =
1

2

i−1∑
j=1

Ci−j,jni−jnj − ni
N−i∑
j=1

Ci,jnj−

Fini +
N∑

k=i+1

Fknk
k

i(k − 1)
, i = 1, 2, . . . N.

(1.9)

Ñòàöèîíàðíûé âèä ìîäåëè ïîçâîëÿåò èñêàòü ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèé ni

ïî÷âåííûõ àãðåãàòîâ â ïðåäåëå t→∞.

Îòìåòèì, ÷òî èòîãîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïî÷âåííûõ àãðåãàòîâ ïî ðàçìåðàì

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìèêðîáèîëîãè÷å-

ñêèõ ïðîöåññîâ è íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè èëè ñòàöèîíàðíîé ñè-

ñòåìû äëÿ êàêîãî-òî êîíêðåòíîãî ÿäðà àãðåãàöèè. Íàïðîòèâ, ðàñïðåäåëåíèå

ïî÷âåííûõ àãðåãàòîâ ïî ðàçìåðàì ñòðîèòñÿ, êàê óñðåäåíåíèå ìíîæåñòâà ðå-

øåíèé çàäà÷ Êîøè (èëè ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì) äëÿ óðàâíåíèé ìîäåëè ñî ñïå-

öèàëüíûìè âåñàìè ïî çíà÷åíèÿì ñåòî÷íîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåò-

ðà C ∈ [0, 1]. Äàííàÿ ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé ìèêðîáèîëîãè÷åñêîé ìîäåëè è ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ ïî÷-

âåííûõ àãðåãàòîâ ïî ñîäåðæàíèþ â íèõ îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà.
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1.3.4 Ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ êîàãóëÿöèÿ

Åñëè ÷àñòèöû ñèñòåìû ìîãóò ñîñòîÿòü èç d ðàçíîðîäíûõ êîìïîíåíò, ïðî-

öåññ êîàãóëÿöèè îïèñûâàåò ìíîãîìåðíîå óðàâíåíèå êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâ-

ñêîãî. Çäåñü íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ èçìåíÿþùàÿñÿ âî âðåìåíè ôóíêöèÿ êîí-

öåíòðàöèè ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ÷àñòèö n(v1, . . . , vd, t) ñ îáú¼ìàìè êîìïîíåíò

(v1, . . . , vd). Îáîçíà÷èì ÷åðåç v = (v1, . . . , vd), u = (u1, . . . , ud). Òîãäà ìíîãî-

ìåðíîå óðàâíåíèå êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêîãî èìååò âèä:

∂n(v, t)

∂t
=

1

2

v1∫
0

...

vd∫
0

C(v − u;u)n(v − u, t)n(u, t)du1...dud −

(1.10)

−n(v, t)

∞∫
0

...

∞∫
0

C(u; v)n(u, t)du1...dud.

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóþò íåîò-

ðèöàòåëüíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü ÿäåð êîàãóëÿöèè

C(u; v) = C(v;u) ≥ 0.

Ïî-ïðåæíåìó âàæíûì äëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îñòà¼òñÿ ñâîéñòâî îä-

íîðîäíîñòè ÿäåð êîàãóëÿöèè

C(ku; kv) = kαC(u; v).

Ïðè èçâåñòíîé íà÷àëüíîé êîíöåíòðàöèè n(v, t = 0) = n0(v) ïîëó÷àåì çàäà÷ó

Êîøè äëÿ ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêîãî. Ïðè d = 2

äëÿ ÿäðà åäèíè÷íîãî ÿäðà êîàãóëÿöèè C(u, v) ≡ 1 è íà÷àëüíûõ óñëîâèé

n(v1, v2, t = 0) = a b e−av1−bv2

èçâåñòíû òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè [37,43]

n(v1, v2, t) =
a b eav1−bv2

(1 + t/2)2
I0

(
2

√
a b v1 v2 t

t+ 2

)
,
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ãäå I0(x) - ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì óðàâíåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé êîàãóëÿöèè

Ñìîëóõîâñêîãî ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ìíîãîêîìïîíåíòíîé íåîáðàòèìîé êîàãóëÿ-

öèè ñ èñòî÷íèêîì è ñòîêîì ÷àñòèö. Åñëè êîìïîíåíòû ÷àñòèö íå ìîãóò ïðåâû-

øàòü íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî îáú¼ìà, à â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò èñòî÷íèê

íîâûõ ÷àñòèö, óðàâíåíèå ìíîãîêîìïîíåíòíîé êîàãóëÿöèè ïðèìåò ñëåäóþùóþ

ôîðìó

∂n(v, t)

∂t
=

1

2

v1∫
0

...

vd∫
0

K(v − u;u)n(v − u, t)n(u, t)du1...dud −

(1.11)

−n(v, t)

Vmax∫
0

...

Vmax∫
0

K(u; v)n(u, t)du1...dud + J(v1, . . . , vd).

Â ýòîé ìîäåëè ñëèøêîì êðóïíûå ÷àñòöû óäàëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (íàïðèìåð,

âñëåäñòâèå ãðàâèòàöèè), à ÷àñòèöû ñ ðàçìåðàìè êîìïîíåíò (v1, . . . , vd) ââî-

äÿòñÿ â ñèñòåìó ïðè ïîìîùè èñòî÷íèêà ìîùíîñòè J(v). Îòìåòèì, ÷òî âñëåä-

ñòâèå îãðàíè÷åíèé äîïóñòèìû ðàçìåðîâ ÷àñòèö ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.11) ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå v ∈ [0;Vmax]
d.
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Ãëàâà 2

×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

òèïà Ñìîëóõîâñêîãî

Â äàííîé ãëàâå áóäóò ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òèïà

Ñìîëóõîâñêîãî. Ãëàâó ïðåäâàðÿåò êðàòêèé ðàçäåë 2.1, ñîäåðæàùèé íåîáõîäè-

ìûå ñâåäåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ òåîðèè ìàëîðàíãîâûõ ïðåäñòàâëåíèé ìàòðèö è

ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ. Äàëåå ñëåäóåò êðàòêèé ðàçäåë ñ íåïîñðåäñòâåííûì

îïèñàíèåì ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàìîãî êëàññà çàäà÷.

Ðàçäåë ñîäåðæèò îáçîð ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êîàãóëÿ-

öèè, îïèñàíèå êëàññè÷åñêîé ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ñìîëóõîâñêîãî.

Ïîñëå ñâåäåíèé îá èçâåñòíûõ ìåòîäàõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òè-

ïà Ñìîëóõîâñêîãî â ðàçäåëå 2.2 ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷. Íîâûå ìåòîäû îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè ìà-

ëîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ìàòðèö è ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ, à òàêæå

íà èñïîëüçîâàíèè áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ëèíåéíîé àëãåáðû äëÿ óñêîðåíèÿ øà-

ãîâ ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð. Â ðàçäåëå îïèñàíû áûñòðûé ìåòîä ðåøåíèÿ

îäíîêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè â íåïðåðûâíîé ôîðìå, à òàêæå îä-

íîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé àãðåãàöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà â êîëüöàõ Ñàòóðíà

è ëîêàëüíîé ìîäåëè àãðåãàöèè â ïðîôèëå ïî÷âû. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

àãðåãàöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà â êîëüöàõ Ñàòóðíà ïðåäëàãàåòñÿ äîïîëíè-

òåëüíî ïàðàëëåëüíàÿ âåðñèÿ áûñòðîãî àëãîðèòìà. Íà îñíîâå ìåòîäà ïðîñòîé

èòåðàöèè è ñõåìû óñêîðåíèÿ Àíäåðñîíà ïðåäëîæåíû òàêæå áûñòðûå àëãî-

ðèòì ðåøåíèé óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé â ñòàöèîíàðíîé ôîðìå.

Â ðàçäåëå 2.3 ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îäíî-
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êîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòåéøåãî ìíîãîêîìïîíåíòíîãî óðàâíå-

íèÿ Ñìîëóõîâñêîãî íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ îäíîâðåìåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ÿäðà êîàãóëÿöèè è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â âèäå ÒÒ-ðàçëîæåíèÿ.

2.1 Îáùèå ñâåäåíèÿ î áûñòðûõ àëãîðèòìàõ ëèíåéíîé

àëãåáðû è ìåòîäàõ ìàëîðàíãîâîé àïïðîêñèìàöèè ôóíê-

öèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äàòü êðàòêèé îáçîð àëãîðèòìîâ

è ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìàëîðàíãîâûõ àïïðîêñèìàöèé ìíîãîìåðíûõ ìàññèìîâ.

Â ýòîé ãëàâå íå ñîäåðæèòñÿ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, íî äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ

ìû ïðèâîäèì íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ î ìåòîäèêàõ, êîòîðûìè ìû ïîëüçó-

åìñÿ ïðè ïîñòðîåíèè áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ìîäåëåé àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè âåùåñòâà. Ãîðàçäî áîëåå ïîäðîáíóþ èí-

ôîðìàöèþ î ìåòîäàõ ïîñòðîåíèÿ ìàëîðàíãîâûõ òåíçîðíûõ àïïðîêñèìàöèé

ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð â [44�46].

2.1.1 Ñêåëåòíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû

Ëþáóþ ìàòðèöó A ∈ CN×N ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñêåëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ

(ñì. íàïðèìåð, [45])

A =
R∑
α=1

uαv
T
α = UV T ,

ãäå âåêòîðû uα, vα ∈ CN , à ñòîëáöàìè ìàòðèö U, V ∈ CN×R ÿâëÿþòñÿ âåê-

òîðû uα, vα ñîîòâåòñòâåííî. Ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ R â

òàêîì ðàçëîæåíèè ÿâëÿåòñÿ ðàíãîì ìàòðèöû A (ñì. íàïðèìåð, [45]). Èìååò

ìåñòî ïîñòàíîâêà çàäà÷è î íàõîæäåíèè ïðèáëèæ¼ííîãî ñêåëåòíîãî ðàçëîæå-

íèÿ ìàòðèöû:

||A− UV T ||∗ → min,

ãäå ìèíèìèçàöèÿ íåêîòîðîé íîðìû || · ||∗ ïðîâîäèòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ñêå-

ëåòíûì ðàçëîæåíèÿì ñ R ñëàãàåìûìè. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè

äàííîé çàäà÷è ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè íà îáëàñòü ìèíèìèçàöèè äàí-

íîãî ôóíêöèîíàëà, íàïðèìåð, ìîæíî èñêàòü ñêåëåòíîå ðàçëîæåíèå íàèìåíü-
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øåãî ðàíãà R, ïîçâîëÿþùåå äîñòè÷ü òðåáóåìîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè ïðèáëèæå-

íèÿ èñõîäíîé ìàòðèöû A

||A− UV T ||∗ ≤ ε,

è òä (ñì. ïîñòàíîâêè çàäà÷, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [45, 47, 48]), à ìîæíî èñ-

êàòü ïðèáëèæåííîå ìàëîðàíãîâîå ðàçëîæåíèå ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåí-

òàìè ìàòðèö U, V .

Â ñëó÷àå || · ||2 è || · ||F èçâåñòíî, ÷òî íàèëó÷øåé àïïðîêñèìàöèåé ðàí-

ãà R ÿâëÿåòñÿ �óêîðî÷åííîå� ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (SVD) ìàòðèöû (ñì.,

íàïðèìåð, [45]).

Âàæíûì äîñòîèíñòâîì ìàòðèö, ïðèáëèæàåìûõ ìàòðèöàìè ìàëîãî ðàíãà,

ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà èñ-

ïîëüçîâàíèè ýòîãî ñâîéñòâà. Íàïðèìåð, óìíîæåíèå ìàòðèöû ðàíãà R, ïðåä-

ñòàâëåííîé â âèäå ñêåëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ, íà âåêòîð ìîæíî ïðîâåñòè çà

O(NR) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé âìåñòî èñõîäíûõ O(N 2). Òàêæå áûñòðî

çà O(NR2) îïåðàöèé óìíîæåíèÿ âìåñòî O(N 3) ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñìûñëå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

||Ax− b||2 → min,

åñëè ìàòðèöà A ïðåäñòàâèìà â âèäå ñêåëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ äëèíû R. Â ñëó-

÷àå R << N ýòè àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ ãîðàçäî áîëåå áûñòðûìè, ÷åì êëàññè-

÷åñêèå ìåòîäû óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà âåêòîðû èëè ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ

ñèñòåì, íå èñïîëüçóþøèå ìàëîðàíãîâóþ ñòðóêòóðó ìàòðèöû A.

Êëàññè÷åñêèì è ðîáàñòíûì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ ìàëîðàíãîâîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ SVD-ðàçëîæåíèå, îäíàêî åãî âûñîêàÿ àëãîðèòìè÷å-

ñêàÿ ñëîæíîñòü (à èìåííî O(N 3) îïåðàöèé) äåëàåò ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæ-

íûì åãî ïðèìåíåíèå â ñëó÷àå, åñëè ðàçìåðíîñòü N ìàòðèöû A âûñîêà. Àëü-

òåðíàòèâîé èñïîëüçîâàíèÿ SVD-ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì êðåñòîâîé

ìàòðè÷íîé èíòðåïîëÿöèè, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèìà ìàêñè-

ìàëüíûõ îáú¼ìîâ [49, 50] ïðåäëîæåííûé â [47]. Ãëàâíûì äîñòîèíñòâîì àëãî-

ðèòìà êðåñòîâîé èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìàëîðàí-

ãîâîãî ïðåäñòâëåíèÿ ìàòðèöû A áåç çàãðóçêè â ïàìÿòü âñåõ å¼ ýëåìåíòîâ �

äëÿ ðàáîòû ýòîãî ìåòîäà äîñòàòî÷íî ëèøü O(NR) ÿ÷ååê ïàìÿòè è O(NR)

âû÷èñëåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïòèìàëüíîñòü ñêå-
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ëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ñ ïîìîùüþ êðåñòîâîãî ìåòîäà, íå ãàðàíòè-

ðóåòñÿ, â ðàáîòàõ [49, 50] äàíû îöåíêè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðåçóëüòà-

òà è ñîïîñòàâëåíèå ýòèõ îöåíîê ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè íàèëó÷øèõ ðàçëîæåíèé

ðàíãà R. Ýôôåêòèâíàÿ ïàðàëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ êðåñòîâîãî àëãîðèòìà ìàò-

ðè÷íîé èíòåðïîëÿöèè áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [51].

Àëãîðèòì ìàòðè÷íîé êðåñòîâîé èíòåðïîëÿöèè çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ â êà-

÷åñòâå íàä¼æíîãî èíñòðóìåíòà ïðè ðåøåíèè ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èç ñà-

ìûõ ðàçíûõ îáëàñòåé: ïðè ðåøåíèè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé àãðåãàöèè è

ôðàãìåíòàöèè [22, 23], äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàëîðàíãîâûõ òåíçîðíûõ àïïðîêñè-

ìàöèé [48, 52], ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [53�55], ïðè ðåøåíèè

çàäà÷ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè [56] è äð. [57�59]

2.1.2 Òåíçîðíûå ðàçëîæåíèÿ

Ïðè ïîñòðîåíèè ìàëîðàíãîâûõ ìàòðè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé åñòåñòâåííûì îá-

ðàçîì ïðîèñõîäèò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ ôóíêöèè A(i, j)

A(i, j) =
R∑
α=1

uα(i)vα(j),

ãäå uα(i)vα(j) � ôàêòîðû ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A(i, j). Èäåè ðàçäåëåíèÿ ïå-

ðåìåííûõ òàêæå ëåæàò è â îñíîâå òåíçîðíûõ ðàçëîæåíèé. Â ýòîé ðàáîòå

ïîä ñëîâîì òåíçîð ìû ïîäðàçóìåâàåì d-ìåðíûé ìàññèâ A(i1, · · · , id), i1 =

1, . . . N1, id = 1, . . . Nd. Â ðàìêàõ äàííîé òåðìèíîëîãèè ìàòðèöû � ýòî òåí-

çîðû ðàçìåðíîñòè d = 2. Âèäû òåíçîðíûõ ðàçëîæåíèé è àëãîðèòìû èõ ïî-

ñòðîåíèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ íèæå, îñíîâûâàþòñÿ íà èäåÿõ ïðåäñòàâëåíèÿ

d-ìåðíûõ òåíçîðîâ â âèäå ðàçëîæåíèé ñ ðàçäåë¼ííûìè ïåðåìåííûìè.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ êðàòêèé îáçîð ñâîéñòâ äâóõ

âèäîâ òåíçîðíûõ ðàçëîæåíèé: êàíîíè÷åñêîãî ðàëîæåíèÿ è ðàçëîæåíèÿ â

âèäå òåíçîðíîãî ïîåçäà. Êàæäîå èç ïðåäñòàâëåííûõ ðàçëîæåíèé îáëàäàåò

ñâîèìè íåäîñòàòêàìè è ïðåèìóùåñòâàìè, ðå÷ü î êîòîðûõ ïîéä¼ò íèæå. Êî-

íå÷íî, ñóùåñòâóþò òàêæå è äðóãèå âèäû òåíçîðíûõ ðàçëîæåíèé, íàïðèìåð,

ðàçëîæåíèå Òàêêåðà, ðàçëîæåíèå â âèäå �òåíçîðíîãî êîëüöà� [60] è äðó-

ãèå [61, 62], îäíàêî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ è äîêàçàòåëüñòâà

óòâåðæäåíèé î ñòðóêòóðå ðåøåíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî êàíîíè÷å-
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ñêîå ðàçëîæåíèå è ôîðìàò òåíçîðíîãî ïîåçäà. Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ äàííîé

ðàáîòû áóäóò ïðåäîëæåíû íîâûå àëãîðèòìû áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîãîìåð-

íûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ìàëîðàíãîâûõ

ïðåäñòàâëåíèé èñïîëüçóåìûõ ìàññèâîâ â ôîðìàòå òåíçîðíîãî ïîåçäà.

Êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå òåíçîðà

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìàòðè÷íîãî ñêåëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ íà d-ìåðíûé

ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîå òåíçîðíîå ðàçëîæåíèå (ãîðàçäî áîëåå ïî-

äðîáíûé îáçîð ñóùåñòâóþùèõ âèäîâ òåíçîðíûõ ðàçëîæåíèé äàí, íàïðèìåð,

â [44]):

A(i1, . . . , id) =
R∑
α=1

u1,α(i1) . . . ud,α(id). (2.1)

Ëþáîé òåíçîð ðàçìåðíîñòè d ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êàíîíè÷åñêîãî ðàç-

ëîæåíèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ R [44] 1 . Ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå

÷èñëî ñëàãàåìûõ R â ðàçëîæåíèè (2.1) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì òåíçîðíûì

ðàíãîì òåíçîðà A(i1, . . . , id)

trank(A) = arg min

(
R : A(i1, . . . , id) =

R∑
α=1

u1,α(i1) . . . ud,α(id)

)
.

Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ òåíçîðà â ñëó÷àå íåáîëü-

øîãî ÷èñëà R ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü �ñæàòèÿ� äàííûõ � åñëè äëÿ õðàíåíèÿ

èñõîäíîãî òåíçîðà òðåáóåòñÿ O(Nd) ÿ÷ååê ïàìÿòè, òî äëÿ õðàíåíèÿ è ðàáî-

òû ñ òåíçîðîì â âèäå êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ ëèøü O(dNR)

ÿ÷ååê! Âàæíûì ïðèìåðîì òåíçîðà ñ ìàëûì êàíîíè÷åñêèì ðàíãîì ÿâëÿåòñÿ

1Åñëè ìíîãîìåðíóþ ôóíêöèþ A(x1, . . . , xd), ãäå xk ∈ [xk,min, xk,max] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëî-
æåíèÿ ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè

A(x1, . . . , xd) =

R∑
α=1

u1,α(x1) . . . ud,α(xd), (2.2)

òî ðàíãè òåíçîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåòî÷íûì ôóíêöèÿì A(i1, . . . , id) = A(x1,i1 , . . . , xd,id), ãäå xk,ik � óçëû
ñåòêè äëÿ îòðåçêà [xk,min, xk,max], áóäóò ðàâíû R, ïîýòîìó â ãëàâå 3 áóäóò äîêàçàíû îöåíêè ðàíãîâ äëÿ
íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé, à íå òåíçîðîâ.
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ñëåäóþùèé d-ìåðíûé òåíçîð

L = a⊗ a⊗ . . . a⊗ b+ a⊗ a⊗ . . . b⊗ a+ b⊗ a⊗ . . .⊗ a,

a =

[
0

1

]
, b =

[
1

0

]
trank(L) = d.

Çàäà÷à òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðíîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿNP -

ïîëíîé [63] è, ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ïðîâåðêå ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû âèäà

(2.1) èç N1 × N2 . . . × Nd óðàâíåíèé äëÿ êàæäîãî ýëåìåíà òåíçîðà íà ðàçðå-

øèìîñòü çà êîíå÷íîå (õîòÿ è î÷åíü áîëüøîå!) ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà-

öèé [64]. Ëèøü â î÷åíü ðåäêèõ ñëó÷àÿõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîé

àëãåáðû âîçìîæíî àâòîìàòè÷åñêè è òî÷íî âû÷èñëèòü êàíîíè÷åñêèå ðàíãè

òåõ èëè èíûõ òåíçîðîâ (íàïðèìåð, íà ïðàêòèêå âû÷èñëèìûìè ÿâëÿþòñÿ ðàí-

ãè òåíçîðà (2.3) ëèøü â ñëó÷àÿõ d = 3 è d = 4 [65], â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî

çíà÷åíèÿ d ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ trank(L) = d òðåáó-

åò äîïîëíèòåëüíîé ïîäãîòîâêè, ñì. íàïðèìåð, [64]). Êðîìå àñòðîíîìè÷åñêîé

âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè âàæíûì íåäîñòàòêîì ìåòîäîëîãèè âû÷èñëåíèÿ

êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðíîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå âîçìîæíîñòè òàê æå

òî÷íî ñòðîèòü íåïîñðåäñòâåííî êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå òðåáóåìîãî ðàíãà.

Çàäà÷ó î ïîèñêå êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ òåíçîðà ìîæíî ïîñòàâèòü è â

ïðèáëèæ¼ííîé ôîðìå:

A(i1, . . . , id) ≈ AR =
R∑
α=1

u1,α(i1) . . . ud,α(id),

||A− AR||∗ < ε.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê çíà÷åíèé R êàíîíè÷åñêèõ ðàíãîâ òåíçîðîâ ñóùåñòâóåò

áîëüøîå êîëè÷åñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå òàêæå ïîçâîëÿþò è ñòðîèòü

ïðèáëèæåííûå êàíîíè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òåíçîðîâ.

Êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò è áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ òåíçîðîâ A, ÷üè êà-

íîíè÷åñêèå ðàíãè trank(A) >> N , äàæå òåíçîðû ðàíãà Nd−1. Âàæíûì íåäî-

ñòàòêîì êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ è êàíîíè÷åñêîãî ðàíãà ñ òî÷êè çðåíèÿ

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ è èõ íåóñòîé÷èâîñòü ê âîçìóùåíèÿì � èçâåñòíû
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ïðèìåðû òåíçîðîâ ðàíãà R, â ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òåí-

çîðû îòëè÷íîãî ðàíãà. Íàïðèìåð, äëÿ d = 3 â ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè òåíçîðà

(2.3) ñîäåðæèòñÿ òåíçîð ðàíãà 2 [44,64]:

S(ε) = (a+ εb)⊗ (a+ εb)⊗ (a+ εb), trank(S(ε)) = 1,

L =
1

ε
S(ε)− 1

ε
S(0) +O(ε).

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ìàòðè÷íûõ ðàçëîæåíèé (òî åñòü d = 2) â ëþáîé ε-

îêðåñòíîñòè ìàòðèöû ðàíãà R ñóùåñòâóþò ëèøü ìàòðèöû ðàíãà R̃ ≥ R, à

â ñëó÷àå d > 2 â ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè èñõîäíîãî òåíçîðà ìîãóò áûòü òåí-

çîðû, êàê ìåíüøåãî, òàê è áîëüøåãî ðàíãà, ïîýòîìó, çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè

êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðíîãî ðàíãà îñîáåííî òðóäíî ðåøàòü ÷èñëåííî.

Äîïîëíèòåëüíîé òðóäíîñòüþ ïðè ÷èñëåííîì ïîñòðîåíèè íåïîñðåäñòâåííî

êàíîíè÷åñêèõ òåíçîðíûõ ðàçëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ ðèñê íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà

ýëåìåíòîâ, èñïîëüçóåìûõ ìàññèâîâ, à òàêæå îòñóòñòâèå îáîñíîâàííûõ êðèòå-

ðèåâ ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Ñóùåñòâóþò àëüòåðíàòèâû ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðà â âèäå êàíîíè÷åñêîãî

ðàçëîæåíèÿ, àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãîðàçäî áîëåå ðîáàñò-

íûìè è ìåíåå âû÷èñëèòåëüíî òðåáîâàòåëüíûìè, ÷åì àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ

êàíîíè÷åñêîãî òåíçîðîãî ðàçëîæåíèÿ. Îá îäíîì òàêîì ðàçëîæåíèè è ïîéä¼ò

ðå÷ü äàëåå.

Ðàçëîæåíèå â ôîðìàòå òåíçîðíîãî ïîåçäà

Åù¼ îäíèì âàæíûì âèäîì òåíçîðíûõ ðàçëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå â

âèäå òåíçîðíîãî ïîåçäà (ÒÒ-ôîðìàò) [46]. Òåíçîð f(i1, . . . , id) ïðåäñòàâèì â

âèäå òåíçîðíîãî ïîåçäà, åñëè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

f(i1, . . . , id) =

r0∑
α0=1

r1∑
α1=1

. . .

rd∑
αd=1

f1(α0, i1, α1) . . . fd(αd−1, id, αd). (2.3)

Èíäåêñû αi ïðèíÿòî íàçûâàòü ðàíãîâûìè, ÷èñëà r1, r2, . . . , rd � òåíçîðíûìè

ðàíãàìè, ñðåäè êîòîðûõ r0 = rd = 1. Ôóíêöèè fk(αk−1, ik, αk) � ÿäðà (âàãîíû)

ÒÒ-ðàçëîæåíèÿ. Åñëè i1 = 1, 2 . . . N , i2 = 1, 2 . . . N , id = 1, 2 . . . N , äëÿ õðàíå-

íèÿ òåíçîðà f(i1, . . . , id), ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå ÒÒ-ðàçëîæåíèÿ òðåáóåòñÿ
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O(dNR2) ÿ÷ååê ïàìÿòè âìåñòî èñõîäíûõ O(Nd), ãäå

R = max(r1, r2, . . . , rd).

Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòà òåíçîðà, ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå ÒÒ-ðàçëîæåíèÿ ìîæåò

áûòü âûïîëíåíî çà O(dR2) îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ñ ïîìîùüþ d óìíîæåíèé

ìàòðèö ðàçìåðîâ R × R íà âåêòîðû ðàçìåðà R. Îòìåòèì, ÷òî èç ìàëîñòè

ðàíãà êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ òåíçîðà f(i1, . . . , id) àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò

ñóùåñòâîâàíèå ìàëîðàíãîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî æå òåíçîðà â ÒÒ-ôîðìàòå

[46]. Îáðàòíîå æå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, íàïðèìåð, òî÷íûé êàíîíè÷åñêèé

ðàíã òåíçîðà L èç ôîðìóëû 2.3 â ñëó÷àå d = 3 ðàâåí òð¼ì, à åãî òî÷íûå

ÒÒ-ðàíãè ðàâíû äâóì [66].

Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé d-ìåðíûé òåíçîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÒÒ-

ðàçëîæåíèÿ ñ êîíå÷íûìè ðàíãàìè [66]. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé (ìíî-

ãîìåðíûå ýêñïîíåíòû, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ïîëèíîìû) èçâåñòíû

òî÷íûå çíà÷åíèÿ èëè îöåíêè ðàíãîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÒÒ-ðàçëîæåíèé, ÿâ-

ëÿþùèåñÿ ìàëûìè ÷èñëàìè. Êðîìå òîãî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î ïî-

ñòðîåíèè ïðèáëèæ¼ííîãî ÒÒ-ðàçëîæåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè f(i1, . . . , id) ñ òî÷-

íîñòüþ ε:

f(i1, . . . , id) ≈ f̃ =

r0∑
α0=1

r1∑
α1=1

. . .

rd∑
αd=1

f̃1(α0, i1, α1) . . . f̃d(αd−1, id, αd),

||f − f̃ ||∗ < ε,

(2.4)

ãäå || · ||∗ ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, || · ||F . Çàäà÷à î ïîèñêå ïðèáëèæåííîãî ÒÒ-
ðàçëîæåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ ε ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàíà â çàäà÷ó î ïîèñêå

íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ òåíçîðà f(i1, . . . , id) ñ ôèêñèðîâàííûìè èëè îãðà-

íè÷åííûìè ðàíãàìè rk.

Åñëè âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ òåíçîðà f(i1, . . . , id) ìîæíî ïðîèçâîäèòü â

ëþáîé òî÷êå (i1, . . . , id), àïïðîêñèìàöèþ ðàññìàòðèâàåìîãî òåíçîðà â ÒÒ-

ôîðìàòå ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ÒÒ-êðåñòîâîãî ìåòîäà. ÒÒ-êðåñòîâûé

ìåòîä [48], îñíîâûâàþùèéñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ìàòðè÷íîãî êðåñòîâîãî ìåòî-

äà [47], ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðàçëîæåíèå òåíçîðà â ÒÒ-ôîðìàòå

çà O(dNR3) ëîêàëüíûõ âû÷èñëåíèé ýëåìåíòîâ òåíçîðà f(i1, . . . , id). Ñóùå-
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Òàáëèöà 2.1: Ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ îïåðàöèé â TT-ôîðìàòå

Îïåðàöèÿ Ñëîæíîñòü
ÒÒ-êðåñòîâûé ìåòîä ïîñòðîå-
íèÿ ðàçëîæåíèÿ

O(dNR3)

Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòà òåíçîðà O(dR2)
Ïîýëåìåíòíîå ñëîæåíèå äâóõ
òåíçîðîâ

O(dNR2), ðàíã ñóììû ðàâåí
ñóììå ðàíãîâ

Ïîýëåìåíòíîå óìíîæåíèå äâóõ
òåíçîðîâ

O(dNR4), ðàíã ðåçóëüòàòà ðà-
âåí ïåðåìîæåíèþ ðàíãîâ ñîìíî-
æèòåëåé

Ïîýëåìåíòíîå óìíîæåíèå ÷åðåç
ÒÒ-êðåñòîâûé ìåòîä

O(d2NR5), íà ïðàêòèêå ðàíãè
÷àñòî ìåíüøå ïåðåìíîæåííûõ
ðàíãîâ ñîìíîæèòåëåé

Ïîýëåìåíòíîå ñëîæåíèå ÷åðåç
ÒÒ-êðåñòîâûé ìåòîä

O(d2NR5), íà ïðàêòèêå ðàí-
ãè ÷àñòî ìåíüøå ñóììû ðàíãîâ
ñëàãàåìûõ

ñòâóþò ýôôåêòèâíûå ìåòîäèêè îêðóãëåíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ ÒÒ-ðàçëîæåíèé,

à òàêæå ðåàëèçàöèÿ òåíçîðíîé àðèôìåòèêè íàä ìíîãîìåðíûìè ìàññèâàìè â

ÒÒ-ôîðìàòå [46,48,66]. Ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ îïåðàöèé ïðèâåäåíû â Òàáëèöå

2.1, äåòàëè ïîëó÷åíèÿ ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòå [46].

2.2 ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé îäíîêîìïî-

íåíòíîé êîàãóëÿöèè - äðîáëåíèÿ

2.2.1 Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèþ Ñìîëóõîâ-

ñêîãî

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ êðàòêèé îáçîð èçâåñòíûõ ìåòîäîâ

Ìîíòå Êàðëî, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ

êîàãóëÿöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà. Ìåòîäû Ìîíòå Êàðëî ÿâëÿþòñÿ ðàñïðî-

ñòðàí¼ííûì èíñòðóìåíòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ êîà-

ãóëÿöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà [16, 17, 19, 20, 37]. Âàæíûì äîñòîèíñòâîì ýòèõ

ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ èõ íàãëÿäíîñòü ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è, êàê ñëåä-

ñòâèå, ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè.
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Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ìåòîäîâ Ìîíòå Êàðëî â ïðèìåíå-

íèè ê ðåøåíèþ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî:

∂n(v, t)

∂t
=

1

2

v1∫
0

...

vd∫
0

C(v − u;u)n(v − u, t)n(u, t)du1...dud −

−n(v, t)
∞∫
0

...

∞∫
0

C(u; v)n(u, t)du1...dud.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäîâ Ìîíòå Êàðëî ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àíñàìáëÿ ÷èñ-

ëåííûõ ÷àñòèö, ìîäåëèðóþùèõ ðåàëüíûå ÷àñòèöû. Êàæäîé ÷èñëåííîé ÷àñòè-

öå d-êîìïîíåíòíîé ñðåäû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå d-ìåðíûé âåêòîð çíà÷åíèé

ðàçìåðîâ êîìïîíåíò (ìàññ, îáúåìîâ) v = (v1, v2, . . . , vd). Ôèçèêà âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ÷àñòèö â äàííîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ ÿäðîì êîàãóëÿöèè � ôóíêöèåé

C(u, v). Ïîýòîìó îïðåäåëÿþùèìè êà÷åñòâî ìåòîäà ïàðàìåòðàìè â äàííîì

ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ

• Ìåòîä îòáîðà ïàð, êîàãóëèðóþùèõ ÷àñòèö

• Ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ âðåìåííîãî øàãà ïðè ñëèÿíèè î÷åðåäíîé ïàðû

÷àñòèö

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà ìåòîäîâ, ðàçëè÷àþùèõñÿ ñïîñîáîì âûáîðà

êîàãóëèðóþùèõ ïàð: ìåòîä Êðóèñà (Fast DSMC method) è ìåòîä Ìåòðîïîëè-

ñà, íî äëÿ íà÷àëà îáñóäèì âîïðîñ âûáîðà âðåìåííîãî øàãà.

Âû÷èñëåíèå ìîìåíòà âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùåãî î÷åðåäíîìó ñëèÿíèþ ÷à-

ñòèö åñòü âîïðîñ, äîñòîéíûé îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Ñóùåñòâóåò ïîäõîä,

îïèñàííûé â [67], ãäå èñïîëüçîâàëèñü ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûå øàãè

ïî âðåìåíè, íî èçâåñòåí è ïîäõîä, îñíîâàííûé íà âû÷èñëåíèè ñóìì, ïðåä-

ëîæåííûé â [16]. Â ðàáîòå [16] âðåìÿ ìåæäó äâóìÿ ñëèÿíèÿìè âû÷èñëÿåòñÿ

êàê

τ =
2∑N

i=1

∑N
i=1Ci,j

(2.5)

ãäå Ci,j = (ui, vj) � çíà÷åíèå ÿäðà êîàãóëÿöèè äëÿ ÷àñòèö ñ íîìåðàìè i è

j. Êàæåòñÿ, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè âðåìåííîãî øàãà ïîòðåáóåòñÿ âû-

÷èñëÿòü äâîéíûå ñóììû íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà, íî â [16] ïðåäëîæåíà

îïòèìèçàöèÿ äàííûõ âû÷èñëåíèé, îñíîâàííàÿ íà íàáëþäåíèè, ÷òî íà êàæäîì

33



øàãå àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå ëèøü îäíîé ïàðû ÷àñòèö, ÷òî íå ñèëüíî

ìåíÿåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â öåëîì. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìåòîä âûáîðà ïàð,

ïðåäëîæåííûé â [16], à òàêæå óêàçàííóþ îïòèìèçàöèþ âû÷èñëåíèÿ øàãà.

Ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà êîàãóëÿöèè Fast Direct Simulation Monte

Carlo Method(Fast DSMC), îïèñàííûé â ðàáîòå [16] èñïîëüçóåò îïòèìèçèðî-

âàííóþ ïî êîëè÷åñòâó èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè òåõíèêó îòáîðà ïàð. Êðèòåðèåì

âûáîðà ïàðû ÷àñòèö (i, j) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

i∑
k=1

j∑
l=1

Ck.l ≤ R
N∑
k=1

N∑
l=1

Ck,l ≤
i∑

k=1

j+1∑
l=1

Ck,l,

ãäå R � ðåàëèçàöèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé íà îòðåçêå [0, 1] âåëè÷èíû.

Ïîñëå âûáîðà ïàðû ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå ÷àñòèö è îáíîâëÿåòñÿ ñ÷¼ò÷èê âðå-

ìåíè ïî âû÷èñëåííîìó âðåìåííîìó øàãó.

Ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùàÿ õðàíèòü èíôîðìàöèþ î çíà÷åíè-

ÿõ ÿäåð â ìàññèâå, ðàâíûì ïî ðàçìåðó êîëè÷åñòâó ÷àñòèö, çàêëþ÷àåòñÿ â

õðàíåíèè íå âñåõ çíà÷åíèé ÿäåð ïî îòäåëüíîñòè, à ñóìì ñëåäóþùåãî âèäà:

Si =
N∑

l=1,l 6=i

Ci,l.

Òîãäà ïðîöåññ âûáîðà ïàðû ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ýòàïà:

1. Ñîãëàñíî óñëîâèþ

i−1∑
k=1

Sk ≤ R

N∑
k=1

Sk ≤
i∑

k=1

Sk

âûáèðàåòñÿ èíäåêñ i.

2. Ñîãëàñíî óñëîâèþ

i−1∑
k=1

Sk +

j−1∑
l=1,l 6=i

Ci,l ≤ R

N∑
k=1

Sk ≤
i−1∑
k=1

Sk +

j∑
l=1,l 6=i

Ci,l

âûáèðàåòñÿ èíäåêñ j.

Ïîñëå ñëèÿíèÿ ÷àñòèö çíà÷åíèÿ Sk íå ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ïîëíîñòüþ, à ìî-
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äèôèöèðóþòñÿ ñîãëàñíî èçìåíèâøèìñÿ çíà÷åíèÿì ÿäåð äëÿ íîâîé ÷àñòèöû.

Â ðåçóëüòàòå âðåìåííîé øàã (îäíî ñëèÿíèå) ïî ôîðìóëå (2.5) ìîæíî âûïîë-

íèòü çà O(N) îïåðàöèé, ãäå N � ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ ÷àñòèö â àíñàìáëå. Òåì

íå ìåíåå, íà÷àëüíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ñ ïðåäâàðèòåëüíûì âû÷èñëå-

íèåì ñóìì Sk ïîòðåáóåò O(N 2) îïåðàöèé.

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì äàííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïðåä-

âàðèòåëüíî âû÷èñëèòü âñå çíà÷åíèÿ ÿäðà êîàãóëÿöèè ïî èñïîëüçóåìîìó àí-

ñàìáëþ ÷àñòèö, ÷òî ìîæåò ñîñòàâèòü îñíîâíîå âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäà. Âîçìîæ-

íûì ðåøåíèåì äàííîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà Ìåòðîïî-

ëèñà.

Àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà òàêæå îñíîâàí íà òåõíèêå �ïðèåìà-îòáðàêîâêè�

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïàð ÷àñòèö, íî êðèòåðèé âûáîðà çäåñü îñíîâàí íà èñ-

ïîëüçîâàíèè öåïåé Ìàðêîâà, òî åñòü âûáîð êàæäîé ñëåäóþùåé ïàðû çàâèñèò

òîëüêî îò âûáîðà ïðåäûäóùåé ïàðû (àëãîðèòì íå ñîõðàíÿåò èñòîðèþ ïðî-

öåññà). Òàêîé êðèòåðèé âûáîðà ïàð âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ïîçâîëÿåò

ïðîèçâîäèòü âûáîð ïàðû î÷åíü áûñòðî. Íà ïåðâîì ýòàïå ñëó÷àéíûì îáðàçîì

âûáèðàåòñÿ ïàðà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö u è v. Êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïàðà

÷àñòèö u′ è v′ âûáèðàåòñÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ:

C(u′, v′)

C(u, v)
≥ R,

ãäå R � ðåàëèçàöèÿ ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà îò-

ðåçêå [0, 1]. Âûáîð âðåìåííîãî øàãà τ ìåæäó ñëèÿíèÿìè ÷àñòèö â äàííîì

àëãîðèòìå ìîæíî ïðîèçâîäèòü, íàïðèìåð, òàê æå, êàê â ìåòîäå Fast DSMC.

Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ ðàññìîòðåííûõ âûøå ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ îòîæäåñòâ-

ëåíèå ÷èñëåííîé è ôèçè÷åñêîé ÷àñòèö. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ìîäåëè-

ðîâàíèè íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè êîëè÷åñòâî ÷èñëåííûõ

÷àñòèö óáûâàåò (â ñèëó ñëèïàíèÿ), ÷òî ñíèæàåò ðåïðåçåíòàòèâíîñòü âûáîðêè

ïðè ãèñòîãðàììèðîâàíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî è òî÷-

íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Âî èçáåæàíèå ïåðå÷èñëåííûõ ïðîáëåì Áàáîâñêèé (Babovsky) â [68], Âàã-

íåð è Ýéáåê (Wagner and Eibeck) â [18] àññîöèèðóþò ñ îäíîé ÷àñòèöåé îäíó

åäèíè÷íóþ ìàññó ðàçìåðîì yi(t) â ìîìåíò âðåìåíè t. Òàêàÿ ÷àñòèöà ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé 1/yi(t) ôèçè÷åñêèõ ÷àñòèö ðàçìåðîì yi â ìîìåíò âðåìåíè t. Â
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òàêîì ñëó÷àå, ÷èñëåííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìàññû, è

÷èñëî ÷èñëåííûõ ÷àñòèöN òîæå ñîõðàíÿåòñÿ. Ñåìåéñòâî ìåòîäîâ Ìîíòå Êàð-

ëî, àíàëîãè÷íûõ ìåòîäàì, èç ðàáîò [17, 18, 68] íàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè ïîòîêà

ìàññ (Mass Flow methods).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè îáçîðå ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ Ìîíòå Êàðëî ìû

íå ðàññìàòðèâàëè âîçìîæíûå òåõíèêè, ïîçâîëÿþùèå óñêîðèòü èõ ðàáîòó â äå-

ñÿòêè ðàç. Òàê àëãîðèòì, ðàçðàáîòàííûé Ýéáåêîì è Âàãíåðîì â ðàáîòå [18],

ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðè¼ìîâ èç ðàáîòû [69] ïîçâî-

ëÿåò ðåøàòü îáîáù¼ííîå ïÿòèêîìïîíåíòíîå óðàâíåíèå Ñìîëóõîâñêîãî ñ ïðè-

åìëåìîé òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 1−2% â òåðìèíàõ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê

ðåøåíèÿ (ïîëíàÿ ìàññà, ïîëíàÿ ïëîòíîñòü è äð.) ìåíåå, ÷åì çà ìèíóòó [70].

Âàæíûì íåäîñòàòêîì ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ Ìîíòå

Êàðëî, ÿâëÿþòñÿ òðóäíîñòè ñ èçìåðåíèåì åãî òî÷íîñòè â ñèëüíûõ íîðìàõ,

íàïðèìåð, || · ||C , || · ||2. Òàê, äàæå â ñëó÷àå äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ

Ñìîëóõîâñêîãî, ïðè èñïîëüçîâàíèè 106 ÷àñòèö íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü êà÷å-

ñòâåííóþ ãèñòîãðàììó ðåøåíèÿ äëÿ ñåòêè èç 1000 × 1000 óçëîâ � âåðîÿòíî,

äàæå íå äëÿ êàæäîãî óçëà ñåòêè áóäåò ñóùåñòâîâàòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó

÷àñòèöà. Ïðè ýòîì ðåøåíèå, ïîëó÷åíîå ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ Ìîíòå Êàðëî,

ìîæåò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðèáëèæàòü ôèçè÷åñêè âàæíûå èíòåãðàëüíûå

õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ, òàêèå êàê ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö èëè ïîëíàÿ ìàññà

êîàãóëèðóþùåãî âåùåñòâà íà åäèíèöó îáú¼ìà ñðåäû.

2.2.2 Ðàçíîñòíûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëó-

õîâñêîãî

Àëüòåðíàòèâîé ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ïðî-

öåññîâ êîàãóëÿöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êîíå÷íî-

ðàçíîñòíûõ ñõåì. Îñíîâíûìè äîñòîèíñòâàìè ðàçíîñòíîé ìåòîäîëîãèè ÿâëÿ-

þòñÿ å¼ âûñîêàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ îáîñíîâàííîñòü è ãîðàçäî áîëåå âûñîêàÿ òî÷-

íîñòü, îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü.

Òàê, äàæå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ êîàãóëÿöèè è äðîáëåíèÿ îäíîêîìïî-

íåíòíûõ ÷àñòèö èññëåäîâàòåëè ÷àñòî ïðåäïî÷èòàþò èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðî-

ñòûå è ôèçè÷åñêè ÿñíûå ìåòîäû Ìîíòå Êàðëî [16�18].

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü íîâûå ýô-
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ôåêòèâíûå ðàçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

àãðåãàöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ìàëîïàðàìåò-

ðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ äëÿ óñêîðåíèÿ êëàññè÷åñêîé

ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð. Ðàíåå, ìàëîðàíãîâûå ðàçëîæåíèÿ

ìàññèâîâ â ôîðìàòå òåíçîðíîãî ïîåçäà óæå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ óñêîðåíèÿ

øàãîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû Ýéëåðà ïðè ðåøåíèè òð¼õêîìïîíåíòíîé ìîäåëè ïî-

ïóëÿöèîííîãî áàëàíñà [38]. Â ýòîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì ìåòîäèêó óñêîðåíèÿ

ñõåìû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Ñõåìà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð

Â äàííîé ñåêöèè ìû ïðèâîäèì îïèñàíèå ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðåäèê-

òîð - êîððåêòîð (ñõåìà Ðóíãå-Êóòòà âòîðîãî ïîðÿäêà) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî (1.10).

Ñóçèì áåñêîíå÷íóþ ìíîãîìåðíóþ îáëàñòü v ∈ [0,∞) × . . . [0,∞) äî îá-

ëàñòè v ∈ [Vmin, Vmax] × . . . [Vmin, Vmax] è ââåä¼ì ïî êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé

ðàâíîìåðíóþ ñåòêó èç N + 1 óçëîâ ñ øàãîì h = Vmax−Vmin

N . Ââåä¼ì îòäåëüíî

ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî âðåìåíè ñ øàãîì τ . Òîãäà ñõåìà ïðåäèêòîð - êîððåêòîð

ïðèìåò âèä:

nk+
1
2 − nk

0.5τ
= L1(n

k)− nkL2(n
k)

(2.6)

nk+1 − nk

τ
= L1(n

k+ 1
2 )− nk+

1
2L2(n

k+ 1
2 ),

ãäå nk, nk+
1
2 � ìàññèâû çíà÷åíèé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â óçëàõ ñåòêè, à L1, L2

� ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ èç óðàâíåíèÿ (1.10) ìå-

òîäîì òðàïåöèé. Â ñëó÷àå îäíîêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ, L1, L2 èìåþò ñëå-

äóþùèé âèä:
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L1in = h
2

i∑
i1=1

(C(vi−i1; vi1)n(vi1)n(vi−i1) + C(vi−i1+1; vi1−1)n(vi1−1)n(vi−i1+1)),

i = 1, 2, . . . , N

L10n = 0,

L2in = h
2C(vi; v0)n(v0) + h

N−1∑
i1=1

(C(vi; vi1)n(vi1)) + h
2C(vi; vN)n(vN),

i = 0, 1, . . . , N,

à â ñëó÷àå äâóõêîìïîíåíòíîé çàäà÷è:

L1i,jn = h1h2
4

i∑
i1=1

j∑
j1=1

(n(vi1, vj1)n(vi−i1, vj−j1)C(vi−i1, vj−j1; vi1, vj1) +

+ n(vi1−1, vj1)n(vi−i1+1, vj−j1)C(vi−i1+1, vj−j1; vi1−1, vj1) +

+ n(vi1, vj1−1)n(vi−i1, vj−j1+1)C(vi−i1, vj−j1+1; vi1, vj1−1) + (2.7)

+ n(vi1−1, vj1−1)n(vi−i1+1, vj−j1+1)C(vi−i1+1, vj−j1+1; vi1−1, vj1−1)),

i, j = 1, 2, . . . N,

L1i,0n = 0, i = 0, 1, . . . , N,

L10,jn = 0, j = 0, 1, . . . , N,

L2i,jn =
h1h2

2
(
N−1∑
i1=1

C(vi, vj, vi1, v0)n(vi1, v0) +
N−1∑
i1=1

C(vi, vj, vi1, vN)n(vi1, vN) +

+
N−1∑
j1=1

C(vi, vj, v0, vj1)n(v0, vj1) +
N−1∑
j1=1

C(vi, vj, vN , vj1)n(vN , vj1)) +

+
h1h2

4
(C(vi, vj, v0, v0)n(v0, v0) + C(vi, vj, v0, vN)n(v0, vN) + (2.8)

+ C(vi, vj, vN , v0)n(vN , v0) + C(vi, vj, vN , vN)n(vN , vN))+

+ h1h2

N−1∑
i1=1

N−1∑
j1=1

C(vi, vj, vi1, vj1)n(vi1, vj1).

Ïðèâåä¼ííàÿ ñõåìà îáåñïå÷èâàåò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè
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è ïî îáú¼ìàì ψ = O(h2v1 + . . .+ h2vd + τ 2), à ñëîæíîñòü êàæäîãî øàãà ïî âðå-

ìåíè ñîñòàâèò O(N 2) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ñëó÷àå îäíîêîìïîíåíòíîé

çàäà÷è è O(N 4) äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé. Â d-êîìïîíåíòíîì ñëó÷àå ñëîæíîñòü

âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìåòîäîì òðàïåöèé, íàïðÿìóþ èç ìíî-

ãîìåðíûõ àíàëîãîâ ôîðìóë (2.7) - (2.8) ïî âñåì óçëàì ñåòêè ñîñòàâèò O(N 2d)

îïåðàöèé, à íåïîñðåäñòâåííîå îñóùåñòâëåíèå øàãà ñõåìû O(Nd) îïåðàöèé.

Ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ñëîæíîñòè îïèñàííîãî ìåòîäà ñ ðîñòîì d äåëà-

åò åãî íåïðèìåíèìûì äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷. Äàæå â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå ñõåìà ïðåäèêòîð - êîððåêòîð ïðîèãðûâàåò ïî ýôôåêòèâíîñòè øèðîêî

èñïîëüçóåìûì ìåòîäàì Ìîíòå Êàðëî äëÿ ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà

êîàãóëÿöèè [16, 17]. Îñíîâíîé öåëüþ ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîå-

íèå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ

ìåíüøåé ñëîæíîñòüþ øàãà ðàçíîñòíîé ñõåìû ïî êîëè÷åñòâó àðèôìåòè÷åñêèõ

îïåðàöèé.

Áûñòðûé ðàçíîñòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè â íåïðå-

ðûâíîé ôîðìå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì áûñòðûé ðàçíîñòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè äëÿ íåïðåðûâíîãî óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêîãî:

∂n(v, t)

dt
=

1

2

v∫
0

C(u, v − u)n(u, t)n(v − u, t)du−

−n(v, t)

∞∫
0

C(v, u)n(u, t)du.

Äàëåå ìû ñôîðìóëèðóåì áûñòðûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ èç ïðàâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå èõ

ïðèìåíåíèå äëÿ óñêîðåíèÿ øàãîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð.
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Áûñòðîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ 1. Îïèøåì â ýòîì

ðàçäåëå áûñòðûé ìåòîä ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé âèäà

q(v) =

Vmax∫
Vmin

f(v − u)g(u)du, (2.9)

íà íåêîòîðîì îòðåçêå v ∈ [Vmin;Vmax], ãäå f(u), g(u) � èçâåñòíûå ôóíêöèè,

îïðåäåë¼ííûå íà òîì æå îòðåçêå.

Ââåäåì íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå ðàâíîìåðíóþ ñåòêó è âûïèøåì àï-

ïðîêñèìàöèþ (2.9) ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû òðàïåöèé:

q(vi) =

∫ vi

Vmin

f(v − u)g(u)du ≈

≈ h

2

i∑
i1=1

(f(vi−i1)g(vi1) + f(vi−i1+1)g(vi1−1)) =

= h

i∑
i1=0

f(vi−i1)g(i1)−
h

2
(f(vi)g(v0) + f(v0)g(vi)), (2.10)

i = 1, N,

q(v0) = 0.

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé q(vi) ïî âñåé ñåòêå íàïðÿìóþ èç ôîðìóëû (2.10) ïîòðå-

áóåò O(N 2) îïåðàöèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

qT =
[
q(v0), q(v1), . . . , q(vN)

]
,

gT =
[
g(v0), g(v1), . . . , g(vN)

]
,

(2.11)
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T̂ (f) =


f(v0) 0 0 0 0

f(v1) f(v0) 0 0 0

f(v2) f(v1) f(v0) 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

f(vN) f(vN−1) . . . . . . f(v0)

 , (2.12)

T̂ ′(f) =


2f(v0) 0 0 0 0

f(v1) f(v0) 0 0 0

f(v2) 0 f(v0) 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

f(vN) 0 . . . 0 f(v0)

 . (2.13)

Èñïîëüçóÿ (2.11) - (2.13), (2.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

q = (hT̂ (f)− h

2
T̂ ′(f))g = hT̂ (f)g− h

2
T̂ ′(f)g. (2.14)

Çàìåòèì, ÷òî T̂ (f) � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà Òåïëèöà, à, çíà÷èò, å¼

ìîæíî óìíîæèòü íà âåêòîð g çà O(N logN) îïåðàöèé (ñì. íàïðèìåð, [45]), à

ìàòðèöó T̂ ′(f) ìîæíî óìíîæèòü íà âåêòîð g çà O(N) îïåðàöèé. Â ðåçóëüòàòå,

ìû ïîëó÷èëè àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ q(vi) äëÿ âñåõ N+

1 óçëîâ vi(i = 0, N) çà O(N logN) îïåðàöèé.

Áûñòðîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ 2. Â ýòîì ðàçäåëå

îïèøåì áûñòðûé ìåòîä ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé âèäà

q(v) =

∫ Vmax

Vmin

C(v, u)f(u)du, (2.15)

ãäå v ∈ [Vmin;Vmax], u ∈ [Vmin;Vmax], C(u, v)f(u) � èçâåñòíûå ôóíêöèè. Ââå-

ä¼ì íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå ðàâíîìåðíóþ ñåòêó è âûïèøåì àïïðîêñè-

ìàöèþ (2.15) ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû òðàïåöèé:

q(vi) ≈
h

2
C(vi, v0)f(v0) + h

N−1∑
i1=1

(C(vi, ui1)f(ui1)) +
h

2
C(vi, vN)f(vN). (2.16)
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Ïðèáëèæ¼ííîå âû÷èñëåíèå (2.15) ïî ôîðìóëå (2.16) ïî âñåé ñåòêå ïîòðåáóåò

O(N 2) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

K̂ =


h
2C(v0, u0) hC(v0, u1) . . . hC(v0, uN−1)

h
2C(v0, uN)

h
2C(v1, u0) hC(v1, u1) . . . hC(v1, uN−1)

h
2C(v1, uN)

. . . . . . . . . . . . . . .
h
2C(vN , u0) hC(vN , u1) . . . hC(vN , uN−1)

h
2C(vN , uN)

 , (2.17)

qT =
[
q(v0) q(v1) . . . q(vN)

]
,

fT =
[
f(v0) f(v1) . . . f(vN)

]. (2.18)

Èñïîëüçóÿ (2.17) - (2.18), (2.16) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

q = K̂f. (2.19)

Ïðè íàëè÷èè õîðîøåé ìàëîðàíãîâîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ìàòðèöû K̂ ≈
UV T , ãäå U, V � ìàòðèöû ðàçìåðà N×R, R� N , ïðèáëèæ¼ííîå âû÷èñëåíèå

(2.15) ïî âñåé ñåòêå ìîæíî ïðîâåñòè çà O(NR) îïåðàöèé âìåñòî èñõîäíûõ

O(N 2).

Óñêîðåíèå èñõîäíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿäðî êîà-

ãóëÿöèè ìîæíî ïðèáëèçèòü ñóììîé âèäà:

C(u, v) ≈
R∑
α=1

Uα(u)Vα(v), (2.20)

òîãäà ïåðâûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð èç íåïðåðûâíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâ-

ñêîãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

1

2

∫ v

0

n(v − u, t)n(u, t)C(v − u;u)du ≈

≈ 1

2

R∑
α=1

∫ v

0

Uα(v − u)n(v − u, t)Vα(u)n(u, t)du =

=
1

2

R∑
α=1

∫ v

0

Ũα(v − u, t)Ṽα(u, t)du,

(2.21)
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ãäå

Ũα(u, t) ≡ Uα(u)n(u, t)

Ṽα(u, t) ≡ Vα(u)n(u, t).

Çàìåòèì, ÷òî â (2.21), èìååì ñóììó èç R èíòåãðàëîâ âèäà (2.9), áûñòðûé àëãî-

ðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ îïèñàí âûøå, à áûñòðûé àëãîðèòì

ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà èç íåïðåðûâ-

íîãî óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêîãî òàêæå îïèñàí âûøå (ñì. âûðàæå-

íèÿ (2.17) � (2.19) è ïîÿñíåíèÿ ê íèì).

Â ðåçóëüòàòå, åñëè âû÷èñëÿòü àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ

L1i, L2i ñ ïîìîùüþ îïèñàííûõ âûøå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ, òî àðèôìåòè÷åñêàÿ

ñëîæíîñòü øàãà ðàçíîñòíîé ñõåìû ñíèçèòñÿ ñ O(N 2) äî O(RN logN) àðèô-

ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Îòìåòèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëè-

æåíèé âèäà (2.20) â äàííîé ðàáîòå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ êðåñòîâûé àëãîðèòì

èíòåðïîëÿöèè, îïèñàííûé â ðàáîòå [47].

Áûñòðûé ðàçíîñòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìîäåëè àãðåãàöèè

è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà â ïëàíåòíûõ êîëüöàõ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèñ-

êðåòíîé ìîäåëè îäíîêîìïîíåíòíîé êîàãóëÿöèè íà ïðèìåðå ìîäåëè àãðåãàöèè

è ôðàãìåíòàöèè ÷àñòèö â ïëàíåòíûõ êîëüöàõ [3]:

dnk(t)

dt
=

1

2

∑
i+j=k

Ci,jninj − (1 + λ)nk
∑
j≥1

Cj,knj , k = 2,∞

(2.22)
dn1
dt

= −n1
∑
j≥1

C1,jnj +
λ

2

∑
i,j≥2

Ci,j(i+ j)ninj + λn1
∑
j≥2

jC1,jnj .

Îòìåòèì, ÷òî îïèñûâàåìàÿ íèæå ñõåìà ëåãêî àäàïòèðóåòñÿ ê óðàâíåíèÿì

äðóãèõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé, ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå.

Àïïðîêñèìèðóåì èñõîäíóþ áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé êîíå÷íîé ñèñòåìîé èç òåõ æå óðàâíåíèé ïðè k = 1,M . Çàïèøåì óðàâ-

íåíèå (2.22) â îïåðàòîðíîé ôîðìå
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
dn

dt
= S(n(t))

n(0) = n0

, (2.23)

ãäå

nT (t) =
[
n1(t) n2(t) . . . nM(t)

]
,

nT0 =
[
n01 n02 . . . n0M

]
,

S(n) =



−n1
M∑
j≥1

C1,jnj + λ
2

i,j≤M∑
i,j≥2

Ci,j(i+ j)ninj + λn1
M∑
j≥2

jC1,jnj

1
2

∑
i+j=2

Ci,jninj − (1 + λ)n2
∑
j≥1

Cj,2nj

. . .

1
2

∑
i+j=k

Ci,jninj − (1 + λ)nk
∑
j≥1

Cj,knj

. . .

1
2

∑
i+j=M

Ci,jninj − (1 + λ)nk
∑
j≥1

Cj,knj,



(2.24)

Ïðèìåíèì ê (2.23) ÿâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó ïðåäèêòîð-êîððåêòîð ïî âðå-

ìåíè: 

nk+
1
2 − nk

0.5 ∆t
= S(nk),

nk+1 − nk

∆t
= S(nk+

1
2 ),

n(0) = n0

(2.25)

Âûáðàííàÿ ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî âðåìåííîé ñåòêå. Àðèô-
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ìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü øàãà ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðè äàííîì ïîäõîäå ñîñòàâèò

O(M 2) îïåðàöèé. Äàëåå ñîñòàâèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà (2.24) ñ

áîëåå íèçêîé àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèþ Ci,j îò ïåðåìåííûõ i = 1,M è j = 1,M

ìîæíî ïðèáëèçèòü ñêåëåòíûì ðàçëîæåíèåì âèäà

Ci,j ≈
R∑
α=1

Uα(i)Vα(j). (2.26)

ñ ìàòðèöàìè U, V ðàçìåðîâ M ×R. Ðàçëîæåíèå (2.26) áóäåì ñòðîèòü ñ ïîìî-

ùüþ êðåñòîâîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî àëãîðèòìà [47]. Îíî ïîçâîëÿåò õðàíèòü

2MR çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèö U, V âìåñòî èñõîäíûõ M 2 ýëåìåíòîâ Cij, à

åãî ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ êðåñòîâîãî àëãîðèòìà ïîòðåáóåò O(MR3) àðèô-

ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ôóíêöèþ

f1(k) =
∑
i+j=k

Ci,jninj ≡
k−1∑
i=1

Ci,k−inink−i, k = 1,M . (2.27)

Ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåíèé äëÿ Ci,j ôóíêöèþ f1(k) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f1(k) =
k−1∑
i=1

Ci,jnink−i ≈
k−1∑
i=1

R∑
α=1

Uα(i)Vα(k − i)nink−i =

=
k−1∑
i=1

R∑
α=1

Ûα(i)V̂α(k − i) (2.28)

Ûα(i) ≡ Uα(i)ni; V̂α(i) ≡ Vα(i)ni .

Â (2.28) èìååì ñóììó èç R ëèíåéíûõ íèæíåòðåóãîëüíûõ äèñêðåòíûõ ñâ¼ðòîê

ìàññèâîâ Ûα(i) è V̂α(j), êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî âû÷èñëèòü çàO(M logM)

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé îäíîâðåìåííî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k = 1,M [71]. Â

ðåçóëüòàòå, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé ñóììû èç ñèñòåìû (1.6) ïðè k =

1,M ñíèçèòñÿ ñ O(M 2) äî O(RM logM) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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Äàëåå ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ôóíêöèþ

f2(k) =
M∑
i=1

Ci,kni, k = 1,M . (2.29)

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé f2(k) ïðè k = 1,M íàïðÿìóþ èç (2.29) ïîòðåáóåò

O(M 2) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ (2.29) ýêâèâàëåíò-

íà îïåðàöèè óìíîæåíèþ ìàòðèöûC íà âåêòîð çíà÷åíèé ni. ×åðåç ðàçëîæåíèå

(2.26), âû÷èñëåíèå (2.29) ìîæíî ñâåñòè ê ïîî÷åð¼äíîìó óìíîæåíèþ ôàêòîðîâ

ðàçëîæåíèÿ U, V T íà ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû. Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü

âû÷èñëåíèÿ (2.29) ñíèæàåòñÿ äî O(MR) îïåðàöèé.

Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå êðàòíîé ñóììû èç óðàâíåíèÿ äëÿ ìîíîìåðîâ

ìîæíî ñâåñòè ê óìíîæåíèþ ôàêòîðîâ ðàçëîæåíèÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû

çíà÷åíèé Ci,j íà âåêòîðû:

1

2

M∑
i=2

M∑
j=2

Ci,j(i+ j)ninj =
1

2

M∑
i=2

ini

M∑
j=2

Ci,jnj +
1

2

M∑
i=2

ni

M∑
j=2

Ci,jjnj =

=
[
n2 n3 . . . nM

]
×


C2,2 C2,3 . . . C2,M

C3,2 . . . . . . C3,M

. . . . . . . . . . . .

CM,2 CM,3 . . . CM,M

×


2n2

3n3

. . .

MnM

 ≈

≈
[
n2 n3 . . . nM

]
× UV T ×


2n2

3n3

. . .

MnM .

 (2.30)

Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ êðàòíîé ñóììû ñíèæàåòñÿ ñ O(M 2)

äî O(MR) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííûå ìåòîäû äëÿ âû÷èñëåíèÿ (2.27), (2.29), (2.30) â ñõå-

ìå (2.25), ïîëó÷àåì ñíèæåíèå ñëîæíîñòè èñõîäíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ñ O(M 2)

äî O(RM logM) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ãäå R � ÷èñëî ñòîëáöîâ â ôàêòî-

ðàõ U, V ðàçëîæåíèÿ C ≈ U V T . Ïðè R << M ïîñòðîåííûé ìåòîä ïîòðåáó-

åò ñóùåñòâåííî ìåíüøå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ øàãà

ðàçíîñòíîé ñõåìû, à òàêæå ìåíüøå ÿ÷ååê ïàìÿòè, íåîáõîäèìûõ äëÿ õðàíåíèÿ
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çíà÷åíèé Ci,j, ÷åì èñõîäíûé.

Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ áûñòðîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé àã-

ðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè âåùåñòâà â ïëàíåòíûõ êîëüöàõ

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû áûñòðîãî âû-

÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé (2.28), (2.29), à òàêæå çíà÷åíèÿ êðàòíîé ñóììû

(2.30). Äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëèì ýëåìåíòû ìàòðèö ñêåëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ U, V

ïî p ïðîöåññîðàì â âèäå ïàð áëîêîâ Uk, V k ðàçìåðîâ M
p ×R, à âåêòîð n ðàñïðå-

äåëèì ïî ïðîöåññîðàì â âèäå áëîêîâ äëèíû M
p . Ñòðîèòü ñêåëåòíîå ðàçëîæåíèå

ñ ââåäåííûì ðàñïðåäåëåíèåì áëîêîâ Uk, V k áóäåì ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîé

ðåàëèçàöèè êðåñòîâîãî àëãîðèòìà ìàòðè÷íîé èíòåðïîëÿöèè [51].

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé (2.29) áóäåì ïðîâîäèòü â òðè ýòàïà:

Àëãîðèòì 1

1. Âû÷èñëÿåì ïî îòäåëüíîñòè íà êàæäîì ïðîöåññîðå ỹi = Vini, i = 1, p.

2. Ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè êîëëåêòèâíîãî îáìåíà (ðåäóêöèÿ ïî ñóììå) ðàñ-

ïðåäåëÿåì íà âñå ïðîöåññîðû âåêòîð ỹ =
∑p

i=1 ỹi ðàçìåðà R.

3. Âû÷èñëÿåì ïî îòäåëüíîñòè íà êàæäîì ïðîöåññîðå èòîãîâûé áëîê yi =

Uiỹ ðàçìåðà
M
p .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷å-

íèé ôóíêöèè f1(k).

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè

g(k) =
k∑
i=0

aibk−i, k = 0,M − 1. (2.31)

Âû÷èñëåíèå g(k) ðàâíîñèëüíî çàäà÷å óìíîæåíèÿ òðåóãîëüíîé òåïëèöåâîé
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ìàòðèöû

T (a) =


a(v0) 0 0 . . . 0

a(v1) a(v0) 0 0 0

a(v2) a(v1) a(v0) 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

a(vN) a(vN−1) . . . . . . a(v0)


íà âåêòîð çíà÷åíèé b. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöó T (a) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ñóììû îáû÷íîãî è êîñîãî öèðêóëÿíòîâ:

1

2


a(v0) a(vN) a(vN−1) . . . a(v1)

a(v1) a(v0) a(vN) . . . a(v2)

. . . . . . . . . . . . . . .

a(vN) a(vN−1) . . . . . . a(v0)



+
1

2


a(v0) −a(vN) −a(vN−1) . . . −a(v1)

a(v1) a(v0) −a(vN) . . . −a(v2)

. . . . . . . . . . . . . . .

a(vN) a(vN−1) . . . . . . a(v0)

 (2.32)

=
1

2
(C+ + C−) = T (a).

Ñëåäîâàòåëüíî, T (a)b = 1
2(C+b+C−b). Áûñòðîå óìíîæåíèå êàæäîãî èç öèð-

êóëÿíòîâ íà âåêòîð îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè áûñòðîãî äèñêðåòíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå(ïàðàëëåëüíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ôóðüå ðåàëèçîâàíà, íàïðèìåð, â áèáëèîòåêå Intel MKL), êîòîðîå ïðè

èñïîëüçóåìîì ðàñïðåäåëåíèè âåêòîðîâ ïî ïðîöåññîðàì ìîæíî âûïîëíèòü ïà-

ðàëëåëüíî. Äàëåå, ïîëüçóÿñü (2.28), ñíîâà ñâîäèì âû÷èñëåíèå (2.27) ê R âû-

÷èñëåíèÿì ôóíêöèé âèäà g(k) è âû÷èñëåíèþ ñóììû èõ çíà÷åíèé. Îòñþäà

èìååì ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèé ôóíêöèè g(k):

Àëãîðèòì 2

• Âû÷èñëÿåì ïàðàëëåëüíî R âåêòîðîâ-ñâ¼ðòîê ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ïà-

ðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ òðåóãîëüíîé òåïëèöåâîé ìàòðèöû

íà âåêòîð.
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• Ñêëàäûâàåì íà êàæäîì ïðîöåññîðå R áëîêîâ-ðåçóëüòàòîâ óìíîæåíèÿ.

Ïàðàëëåëüíîå âû÷èñëåíèå êðàòíîé ñóììû 2.30 ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà:

ïàðàëëåëüíî âû÷èñëÿåì ïðîèçâåäåíèå ñêåëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû C íà

âåêòîð n (ñì. àëãîðèòì 1), äàëåå âû÷èñëÿåì ïàðàëëåëüíî ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå âåêòîðîâ [
n1 2n2 . . . MnM

]
·
[
f1 f2 . . . fM

]T
,

ãäå f ≡ C n.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíû ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ

ñîñòàâëÿþùèõ îïåðàòîðà S. Øàãè èñïîëüçóåìîé ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû

ïðåäèêòîð-êîððåêòîð áóäåì òàêæå îñóùåñòâëÿòü ïàðàëëåëüíî, ðàáîòàÿ ïî îò-

äåëüíîñòè íà êàæäîì ïðîöåññîðå ñ âåêòîð-áëîêàìè ðàçìåðîâ M
p . Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïðåäëîæåí ïàðàëëåëüíûé âàðèàíò áûñòðîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ êèíåòè-

÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè. Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåä¼í-

íàÿ ñõåìà ëåãêî àäàïòèðóåòñÿ êî âñåì ðàññìàòðèâàåìûì îäíîêîìïîíåíòíûì

ìîäåëÿì ïðîöåññîâ àãðåãàöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà. Òåñòèðîâàíèå ïðèâåä¼í-

íûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïðîâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàñòåðà ÈÂÌ

ÐÀÍ, à òàêæå ñóïåðêîìïüþòåðà �Ëîìîíîñîâ�, ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ àëãî-

ðèòìà ïðèâîäÿòñÿ íèæå â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñôîðìóëèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ.

Áûñòðûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé àãðåãàöèè è ôðàãìåí-

òàöèè â ïðîôèëå ïî÷âû

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì áûñòðûé ðàçíîñòíûé ìåòîä ðåøåíèé

óðàâíåíèé àãåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè â ïðîôèëå ïî÷âû

dni
dt

=
1

2

i−1∑
j=1

Ci−j,jni−jnj − ni
N−i∑
j=1

Ci,jnj−

−Fini +
N∑

k=i+1

Fknk
k

i(k − 1)
, i = 1, 2, . . . N.
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Âîñïîëüçóåìñÿ ñíîâà ñõåìîé ïðåäèêòîð-êîððåêòîð äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòå-

ìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî âðåìåíè, ãäå îïåðàòîð S îïðåäåëÿåòñÿ

çàïèñüþ ïðàâîé ÷àñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ïðèìåíåíèå ñõåìû íàïðÿìóþ

áåç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ñóìì àãðåãàöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà

ïîâëå÷¼ò çà ñîáîé íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ O(N 2) àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-

ðàöèé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåïðèåìëåìîé àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ. Äëÿ óñêî-

ðåíèÿ øàãîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû ïî âðåìåíè âîñïîëüçóåìñÿ óæå ñôîðìèðîâàí-

íîé ìåòîäîëîãèåé ñ äîïîëíèòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè, î êîòîðûõ ïîéä¼ò ðå÷ü

íèæå.

Áûñòðûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ñóìì âèäà

ci =
1

2

i−1∑
j=1

Ci−j,jni−jnj,

óæå ñôîðìóëèðîâàíû âûøå â ðàçäåëå, ñîäåðæàùåì îïèñàíèå áûñòðîé ìåòî-

äîëîãèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé àãðåãàöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà â ïëàíåòíûõ

êîëüöàõ Ñàòóðíà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âû÷èñëåíèå ÷ëåíîâ ñïîíòàííîãî äðîá-

ëåíèÿ

fi = Fini

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé i = 1, N ïîòðåáóåò O(N) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ñëå-

äîâàòåëüíî, îñòàëîñü ëèøü ïðåäëîæèòü áûñòðûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ âñåõ

ýëåìåíòîâ ñëåäóþùåãî âåêòîðà

hi =
N∑

k=i+1

Fknk
k

i(k − 1)
,

è âåêòîðà

pi = ni

N−i∑
j=1

Ci,jnj.

Îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðà hi ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé îïå-
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ðàöèè óìíîæåíèÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû íà âåêòîð
h1

h2

h3

. . .

hN

 =


0 F2

2
1 F3

3
2 . . . FN

N
N−1

0 0 1
2F3

3
2 . . . 1

2FN
N
N−1

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1
N−1FN

N
N−1

0 0 0 . . . 0




n1

n2

n3

. . .

nN

 .

Çàìåòèì, ÷òî ñôîðìèðîâàííàÿ âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïîäìàò-

ðèöåé ïëîòíîé ìàòðèöû F̂ ñ ýëåìåíòàìè

F̂i,j = 1
iFj

j
j−1 , j = 2, 3, . . . , N − 1,

F̂i,1 = F̂N,i ≡ 1.

Â ñâîþ î÷åðåäü ìàòðèöà F̂ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ðàíãà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñ-

ëåíèå ýëåìåíòîâ âåêòîðà h ìû ñâåëè ê óìíîæåíèþ òðåóãîëüíîé ïîäìàòðèöû

îäíîðàíãîâîé ìàòðèöû íà âåêòîð. Äàííàÿ îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà

çà O(N) óìíîæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [72]).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ê óìíîæåíèþ òðåóãîëüíîé ïîäìàòðèöû ìàòðèöû

ìàëîãî ðàíãà íà âåêòîð ñâîäèòñÿ è âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ âåêòîðà pi çàO(NR)

îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, ãäå R � ðàíã ôóíêöèè ÿäðà êîàãóëÿöèè Ci,j. Òàêèì

îáðàçîì, èìååì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ðàâíóþ O(NR logN)

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ÷òî ñóùåñòâåííî ñíèæàåò ñëîæíîñòü âðåìåííûõ

øàãîâ ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð. Ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñôîðìóëèðîâàííîé ìåòîäîëîãèè áóäóò ïðåäñòàâëåíû

íèæå â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

2.2.3 Èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé àãðåãàöèè è ôðàã-

ìåíòàöèè â ñòàöèîíàðíîé ôîðìå

Ñôîðìóëèðóåì ïðîñòåéøèé èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìîäå-

ëåé ïðîöåññîâ àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè â ñòàöèîíàðíîé ôîðìå. Â ïðåäëî-

æåííûõ êðàòêèõ îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ
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ìîäåëåé â ñòàöèîíàðíîé ôîðìå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä

S(n) = 0, (2.33)

ãäå ÷åðåç S ìû îáîçíà÷èëè îïåðàòîðíóþ çàïèñü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé ìî-

äåëè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî çäåñü äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ òðåáî-

âàíèå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñ íåíóëåâîé ïîëíîé ìàññîé

∞∑
k=1

nk = M̃.

Èç âèäà ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîäåëåé àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè â ïëàíåòíûõ

êîëüöàõ èëè àãðåãàöèè è äðîáëåíèé âåùåñòâà â ïî÷âåííîì ïðîôèëå î÷åâèäíî,

÷òî ïðè èãíîðèðîâàíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ó ñèñòåìû ïîÿâèòñÿ òðèâè-

àëüíîå íóëåâîå ðåøåíèå, áåññìûñëåííîå ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ

ïðîöåññîâ.

Ñâåä¼ì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè ê çà-

äà÷å î íåïîäâèæíîé òî÷êå

G(n) ≡ S(n) + n = n,

è ïðèìåíèì ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè (ñì., íàïðèìåð, â [45]), ïðîèãíîðèðîâàâ

óñëîâèÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé ìàññîé,

G(ni) ≡ S(ni) + ni = ni+1.

Åñëè îïåðàòîð S(ni) âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè ñôîðìóëèðîâàííûõ áûñòðûõ ìå-

òîäîâ, àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü êàæäîãî ýòàïà èòåðàöèîííîé ñõåìû ñî-

ñòàâèò ëèøü O(MR logM) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äëÿ èíèöèàëèçàöèè

ïðèâåä¼ííîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáîé âåêòîð ñ íåîò-

ðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè n0 ñ òðåáóåìîé èñêîìîé ìàññîé

M∑
k=1

kn0k = M̃.

Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûå ìîäåëè ïðîöåññîâ àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè âå-
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ùåñòâà ÿâëÿþòñÿ êîíñåðâàòèâíûìè (ñîõðàíÿþùèìè ïîëíóþ ìàññó ðåøåíèÿ),

ïðåäëàãàåìûé èòåðàöèîííûé ìåòîä àâòîìàòè÷åñêè áóäåò ñòðîèòü ðåøåíèÿ ñ

ïîëíîé ìàññîé, ðàâíîé ïîëíîé ìàññå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (òàê êàê ìåòîä

âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà S, îïèñàííûé âûøå, ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ âû÷èñëÿòü

÷ëåíû, îòâå÷àþùèå çà ñëèÿíèÿ è äðîáëåíèå ÷àñòèö). Êðèòåðèåì îñòàíîâêè â

äàííîì ñëó÷àå âûáåðåì åâêëèäîâó íîðìó íåâÿçêè

||S(ni)− ni||2 = ||ni+1 − ni||2 < ε,

êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ðàâíå íîðìå ñäâèãà î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ îòíî-

ñèòåëüíî ïðåäûäóùåãî.

Óñêîðèòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ìîæíî ïðè ïîìîùè ìåòî-

äà Àíäåðñîíà, ïðåäëîæåííîãî â 1965 ãîäó [73]. Àëãîðèòì áàçèðóåòñÿ íà ïðî-

ñòîé èäåå ðàñøèðåíèÿ êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ âåêòîðîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè xk ïðè âû÷èñëåíèè íîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ xk+1, ïîýòîìó â êàêîì-

òî ñìûñëå ìåòîä Àíäåðñîíà àññîöèèðóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâ

Êðûëîâà [74]. Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç ñâÿçåé ìåòîäà Àíäåðñîíà ñ àëãîðèò-

ìàìè ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðà-

áîòàõ [75, 76]. Òàê, â ðàáîòå [76] äîêàçàíû ãàðàíòèè ñõîäèìîñòè ìåòîäà óñêî-

ðåíèÿ Àíäåðñîíà â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè è íà ïðèìåðå

ëèíåéíûõ çàäà÷ [76] äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ìåòîäà Àíäåðñîíà îáîù¼ííî-

ìó ìåòîäó ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê ñ ðåñòàðòàìè, à â ðàáîòå [75] äëÿ ëèíåéíîãî

ñëó÷àÿ ïîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ìåòîäà Àíäåðñîíà ñïåöèàëüíîé ðåàëèçà-

öèè ìåòîäà ñåêóùèõ ñ îáíîâëåíèåì ðåçóëüòàòîâ ïî ìåòîäó Áðîéäåíà. Íîâîå

ïðèáëèæåíèå xk+1 â ìåòîäå Àíäåðñîíà èùåòñÿ â âèäå àôôèííîé êîìáèíàöèè

òî÷åê G(nk), G(nk−1), . . . , G(nk−m), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé äîëæíû ìèíèìè-

çèðîâàòü äëèíó ñîîòâåòñòâóþùåé àôôèííîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ íåâÿçîê.

Íåïîñðåäñòâåííîå îïèñàíèå àëãîðèòìà óñêîðåíèÿ Àíäåðñîíà ïðåäñòàâëåíî â

àëãîðèòìå 1 .

Èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà âèäíî, ÷òî âàæíûì ïàðàìåòðîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ

íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî m � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè nk, íà îñíîâå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîòîðûõ ñòðîèòñÿ î÷åðåä-

íîå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå. Ôîðìàëüíóþ çàäà÷ó î íàèìåíüøèõ êâàäðàòàõ

èç ñòðîêè 6 îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ìîæíî ðåøèòü òî÷íî çà íåáîëüøîå êîëè-
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Algorithm 1 Ìåòîä óñêîðåíèÿ Àíäåðñîíà
1: procedure anderson(x0, G, m)
2: x1 = G(x0) F0 = G(x0)− x0
3: for k = 1 . . . do
4: mk = min(m, k)
5: Fk = G(xk)− xk
6: Ìèíèìèçèðîâàòü ||

∑mk

j=0 α
k
jFk−mk+j||2 ïðè óñëîâèè

7:

mk∑
j=0

αkj = 1

8: xk+1 =
mk∑
j=0

αkjG(xk−mk+j)

9: endfor
10: end procedure

÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè ïîìîùè QR-ðàçëîæåíèÿ. Îäíàêî, äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè èç ñòðîêè 6 òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå çàäà÷è îò çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè ñ óñëîâèÿìè èç ñòðîêè 7

àëãîðèòìà ê êëàññè÷åñêîé áåçóñëîâíîé çàäà÷å î íàèìåíüøèõ êâàäðàòàõ äëÿ

ïåðåîïðåäåë¼ííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ïîäðîáíîñòè îðãàíèçàöèè äàííîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ èçëîæåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòå [76].

Ìåòîä Àíäåðñîíà çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ â êà÷åñòâå íàä¼æíîãî âû÷èñëè-

òåëüíîãî èíñòðóìåíòà â ñàìûõ ðàçíûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ, òàê, íàïðèìåð,

â âû÷èñëèòåëüíîé õèìèè äàííûé ìåòîä ñâÿçàí ñ èìåíåì Ïèòåðà Ïþëàÿ [77,78]

è èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì DIIS (Direct Inversion of Iterative Subspace) è èñ-

ïîëüçóåòñÿ äëÿ óñêîðåíèÿ è ñòàáèëèçàöèè ñõîäèìîñòè ìåòîäà Õàðòðè-Ôîêà,

à òàêæå â âû÷èñëèòåëüíûõ ïàêåòàõ, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè òåîðèè

ôóíêöèîíàëà ïëîòíîñòè 2. Â çàäà÷àõ âû÷èñëèòåëüíîé ôèçèêè ìåòîä ïðèìå-

íÿëñÿ äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè íåëèíåéíîé ñõåìû êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ ïðè

ðåøåíèè óðàâíåíèé àäâåêöèè-äèôôóçèè [79]. Ìåòîä Àíäåðñîíà òàêæå àêòèâ-

íî èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, íàïðèìåð, äëÿ óñêîðåíèÿ âû-

÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà ïî ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ [80]. Â

äàííîé ðàáîòå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà Àíäåðñîíà äëÿ

óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ïðè ïîèñêå ñòàöèîíàðíûõ

ðåøåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà íåîáðàòèìîé êîàãóëÿöèè ñ èñòî÷-

íèêîì ìîíîìåðîâ.

2íàïðèìåð, â ïàêåòå VASP (Vienna Ab initio Simulation Package)
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé ìîäåëåé àãðå-

ãàöèè è ôðàãìåíòàöèè â ñòàöèîíàðíîé ôîðìå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì è ìîæåò

áûòü ìíîãîêðàòíî óëó÷øåí, òàê êàê:

• ìû íå ðàññìîòðåëè âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðåëàêñàöèîííîãî îïå-

ðàòîðà Γ ïðè ñâåäåíèè èñõîäíîé ñèñòåìû ê çàäà÷å î íåïîäâèæíîé òî÷êå,

G(ni) ≡ ΓS(ni) + ni = ni+1;

íàïðèìåð, âûáèðàÿ Γ ðàâíûì ìèíóñ îáðàòíîé ìàòðèöå ßêîáè, ìîæíî

ïîëó÷èòü ìåòîä Íüþòîíà

G(ni) ≡ ni − J−1(ni)S(ni) = ni+1

èëè èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ ìåòîäà ñåêóùèõ

[75] âìåñòî ñõåìû óñêîðåíèÿ Àíäåðñîíà;

• ñóùåñòâóþò äðóãèå êðèòåðèè îñòàíîâêè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, âîç-

ìîæíî, áîëåå ýôôåêòèâíûå â äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷

Íåñìîòðÿ íà ïåðå÷èñëåííûå çàìå÷àíèÿ, ïðèâåä¼ííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðå-

øàòü çà ïðèåìëåìûå âðåìåíà êðóïíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé àãðåãàöèè è ôðàã-

ìåíòàöèè â ñòàöèîíàðíîé ôîðìå ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé âïëîòü äî 220 ïðè íîðìå

íåâÿçêè 10−12. Ðåçóëüòàòû ïî òåñòèðîâàíèþ ñôîðìóëèðîâàííîãî ïîäõîäà ìû

ïðèâîäèì íèæå â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-

òîâ. Äàëåå ìû ïðèâîäèì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå òåîðåòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ

î ïðè÷èíàõ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ïðè ïîìîùè ñõå-

ìû óñêîðåíèÿ Àíäåðñîíà. Áîëåå ïîäðîáíûå èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè

ìåòîäà Àíäåðñîíà ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [76,81,82].
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2.3 Ïðèìåíåíèå ÒÒ-ðàçëîæåíèé äëÿ óñêîðåíèÿ êîíå÷íî-

ðàçíîñòíîé ñõåìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìíîãîêîìïî-

íåíòíîé êîàãóëÿöèè

2.3.1 Ìåòîä ñ èñïîëüçîâàíèåì âëîæåííîãî âûçîâà ÒÒ-êðåñòîâîãî

ìåòîäà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî

óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêîãî, îñíîâàííûé íà �âëîæåíííîì� ïðèìå-

íåíèè ÒÒ-êðåñòîâîãî ìåòîäà äëÿ óñêîðåíèÿ øàãîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðåäèêòîð-

êîððåêòîð.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ìíîãîêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî

âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ ìàññèâà äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà ðàçíîñòíîé ñõåìû ìîæ-

íî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé íåêîòîðîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè

íà îñíîâå çíà÷åíèé äðóãîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè. Áóäåì èñêàòü àïïðîêñèìàöèþ

çàäàííîé òî÷íîñòè äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè, ÷òîáû íå ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèé

å¼ çíà÷åíèé â êàæäîì èç óçëîâ ñåòêè. Îäíèì èç ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ ìíî-

ãîìåðíûõ ìàññèâîâ ÿâëÿåòñÿ TT-êðåñòîâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ [48].

Ïðè çàïèñè ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð ðåøåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî óðàâ-

íåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî â ñëåäóþùåì âèäå

nk+
1
2 =

(
1

2
L1(n

k)− nk · L2(n
k)

)
τ

2
+ nk

nk+1 =

(
1

2
L1(n

k+ 1
2 )− nk · L2(n

k+ 1
2 )

)
τ + nk,

èìååì ÿâíûå âûðàæåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé nk+
1
2 , nk+1. Ïîñòðî-

åíèå èõ ïðèáëèæåííîãî ðàçëîæåíèÿ â ÒÒ-ôîðìàòå ïðè ïîìîùè TT-êðåñòîâîãî

ìåòîäà [48] ïîòðåáóåò O(dNR3) âû÷èñëåíèé èõ çíà÷åíèé â óçëàõ (îïåðàöèÿ

âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü âåñüìà çàòðàòíîé).

Â êà÷åñòâå îïåðàòîðîâ L1, L2 áóäåì â TT-ôîðìàòå õðàíèòü âåñà êâàäðà-

òóðíîé ôîðìóëû òðàïåöèé (òàêîå ðàçëîæåíèå ëåãêî ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêè,

îíî èìååò ÒÒ-ðàíãè R = 1) è âû÷èñëÿòü ñ íèìè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå àï-

ïðîêñèìàöèé â ÒÒ-ôîðìàòå çàäàííîé òî÷íîñòè äëÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðà-
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æåíèé îò ñåòî÷íûõ ôóíêöèé

C(v − u;u)nk(v − u)nk(u)

è

C(v;u)nk(u)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèé ïîòðåáóåò äîïîëíèòåëüíîO(dNR3)

àðèôìåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé èõ çíà÷åíèé (êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü òîæå òðå-

áóþò O(dR2) îïåðàöèé, òàê êàê nk(u) õðàíèòñÿ â âèäå ÒÒ-ðàçëîæåíèÿ), à

âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ âåñàìè ôîðìóëû òðàïåöèé, ïðåäñòàâ-

ëåííûìè â ÒÒ-ôîðìàòå O(dNR2) îïåðàöèé.

Ñëåäîâàòåëüíî ñòîèìîñòü âû÷èñëåíèÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ñåòî÷íûõ ôóíê-

öèé nk+
1
2 , nk+1 ñîñòàâèò O(dNR3) îïåðàöèé. Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ èõ ïðè-

áëèæåíèé â ÒÒ-ôîðìàòå òðåáóåòñÿ O(dNR3) âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé, ñëåäîâà-

òåëüíî ïîëíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâèò

O(dNR3 · dNR3 · dR2) = O(d3N 2R8)

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé âìåñòî èñõîäíûõ O(N 2d), à òàêæå ïîçâîëèò èñ-

ïîëüçîâàòü ëèøü O(dNR2) ÿ÷ååê ïàìÿòè âìåñòî èñõîäíûõ O(Nd). Ïðè R <<

N ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà áóäåò ãîðàçäî áîëåå ýôôåêòèâíîé â ñðàâíåíèè ñ èñ-

õîäíûì ÷èñëåííûì ìåòîäîâ. Ïîäðîáíîñòè àëãîðèòìè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïðè-

âåäåíû â àëãîðèòìàõ 2, 3, 4.

Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà òåîðåòè÷åñêóþ ïðèâëåêàòåëüíîñòü è ïðîñòîòó

ïðåäëîæåííîé ìåòîäîëîãèè, ìíîæèòåëü d2R8 â àñèìïòîòèêå, êâàäðàòè÷íûé

ðîñò ñëîæíîñòè ñ ÷èñëîì óçëîâ N , à òàêæå íåâîçìîæíîñòü àäàïòàöèè ñôîð-

ìóëèðîâàííûõ èäåé ê îäíîêîìïîíåíòíûì çàäà÷àì, äåëàþò å¼ ìàëîïðèâëåêà-

òåëüíîé è íåêîíêóðåíòíîñïîñîáíîé â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäàìè Ìîíòå Êàðëî.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ðàçâèòèå èäåé èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëè-

æåííûõ ðàçëîæåíèé èñïîëüçóåìûõ ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ â ÒÒ-ôîðìàòå äëÿ

óñêîðåíèÿ øàãîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðåäèêòîð êîððåêòîð, ïîçâîëÿþùèå ñíè-

çèòü àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü øàãîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû äîO(dN logNR2+

dNR4) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ìåòîä, îïèñûâàåìûé â ñëåäóþùåé ãëàâå

ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî
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Algorithm 2 Îäèí øàã ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè

1: procedure Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè(C(u, v), nk(v), τ )
2: Âûçîâ ÒÒ-êðåñòîâîãî ìåòîäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ñåòî÷íîé
ôóíêöèè

nk+
1
2 =

(
1

2
L1(n

k)− nkL2(n
k)

)
τ

2
+ nk

ïîòðåáóåò O(dNR3) âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé â óçëàõ ñåòêè.
3: Âûçîâ ÒÒ-êðåñòîâîãî ìåòîäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ñåòî÷íîé
ôóíêöèè

nk+1 =

(
1

2
L1(n

k+ 1
2 )− nkL2(n

k+ 1
2 )

)
τ + nk

ïîòðåáóåò O(dNR3) âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé â óçëàõ ñåòêè
4: end procedure
5:

Algorithm 3 Âû÷èñëåíèå L1 â òî÷êå

1: procedure Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ L1(n
k) â òî÷êå (v1, v2, . . . , vd)(n

k

� â ÒÒ ôîðìàòå, C(u, v) � ôóíêöèÿ çíà÷åíèÿ ÿäðà êîàãóëÿöèè â òî÷êå)
2: Ñìåñòèòü ãðàíèöû ðàçëîæåíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè â òî÷-
êó v = (v1, v2, . . . , vd) (âûäåëèòü �ïàðàëëåëåïèïåä�) èç òî÷êè
(v1max

, v2max
, . . . , vdmax

)
3: Ïîñòðîèòü TT-ðàçëîæåíèå äëÿ d-ìåðíîãî ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæå-
íèÿ ïî ïåðåìåííûì u ïðè çàôèêñèðîâàííîé ìíîãîìåðíîé òî÷êå v

nk(u) · nk(v − u) · C(v − u, v)

çà O(dNR3) âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ñî ñëîæíîñòüþ O(dR2) äåéñòâèé, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñîñòàâèò O(d2NR5) îïåðàöèé.

4: Äëÿ âûäåëåííîãî �ïàðàëëåëåïèïåäà� ïîñòðîèòü âåñà êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû O(dN) äåéñòâèé â ÒÒ-ôîðìàòå

5: Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå TT-ðàçëîæåíèÿ

nk(u) · nk(v − u) · C(v − u, v)

ñ âåñàìè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû çà O(dNR2) îïåðàöèé
6: Ïîëíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâèò O(d2NR5)
7: end procedure
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Algorithm 4 Âû÷èñëåíèå nk · L2 â òî÷êå

1: procedure Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ nk · L2(n
k) â òî÷êå

(v1, v2, . . . , vd)(n
k � â ÒÒ ôîðìàòå, C(u, v) � ôóíêöèÿ çíà÷åíèÿ ÿä-

ðà êîàãóëÿöèè â òî÷êå)
2: Ñìåñòèòü ãðàíèöû ðàçëîæåíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè â òî÷-
êó v = (v1, v2, . . . , vd) (âûäåëèòü �ïàðàëëåëåïèïåä�) èç òî÷êè
(v1max

, v2max
, . . . , vdmax

)
3: Ïîñòðîèòü TT-ðàçëîæåíèå äëÿ d-ìåðíîãî ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæå-
íèÿ ïî ïåðåìåííûì u ïðè çàôèêñèðîâàííîé ìíîãîìåðíîé òî÷êå v

nk(u) · C(u, v) · nk(v)

çà O(dNR3) âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ñî ñëîæíîñòüþ O(dR2) äåéñòâèé, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñîñòàâèò O(d2NR5) îïåðàöèé.

4: Äëÿ âûäåëåííîãî �ïàðàëëåëåïèïåäà� ïîñòðîèòü âåñà êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû O(dN) äåéñòâèé â ÒÒ-ôîðìàòå

5: Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå TT-ðàçëîæåíèÿ

nk(u) · C(u, v) · nk(v)

ñ âåñàìè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû çà O(dNR2) îïåðàöèé
6: Ïîëíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâèò O(d2NR5)
7: end procedure
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ñ òî÷íîñòüþ â ñîòíè ðàç ïðåâûøàþùåé òî÷íîñòü ìåòîäîâ Ìîíòå Êàðëî çà

ñîïîñòàâèìûå ðàñ÷¼òíûå âðåìåíà.

2.3.2 Áûñòðûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé êî-

àãóëÿöèè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàçâèâàåì ðåàëèçàöèþ áûñòðîãî ìåòîäà, îñíîâàííî-

ãî íà ïðèìåíåíèè ïðèáëèæåííûõ ðàçëîæåíèé ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ â ÒÒ-

ôîðìàòå. Â ñëåäóþùèõ ïîäðàçäåëàõ áóäóò ïðåäëîæåíû áûñòðûå àëãîðèò-

ìû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü ìíîãî-

êîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî. Ýòè áûñòðûå àëãîðèòìû îñíîâà-

íû íà èñïîëüçîâàíèè ìàëîðàíãîâûõ òåíçîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé â ÒÒ-ôîðìàòå

ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé è èñïîëüçîâàíèè ýôôåêòèâíûõ ðåàëèçàöèé òåí-

çîðíîé àðèôìåòèêè. Â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ áûñòðûõ àë-

ãîðèòìîâ ìû óñêîðèì øàãè ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð. Â ðå-

çóëüòàòå, ñëîæíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà ñíèçèòñÿ ñ O(N 2d) àðèôìåòè÷åñêèõ

îïåðàöèé äî âñåãî ëèøü O(d2R4N logN), ãäå R � ìàêñèìàëüíûé èç ÒÒ-ðàíãîâ

èñïîëüçóåìûõ ÒÒ-ðàçëîæåíèé ìàññèâîâ, d � ÷èñëî êîàãóëèðóþùèõ êîìïî-

íåíò â óðàâíåíèè Ñìîëóõîâñêîãî, à N � ÷èñëî óçëîâ ïî êàæäîìó èç íàïðàâ-

ëåíèé îáú¼ìíîé ñåòêè.

Òàê êàê ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìûõ ïîäõîäîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò

çíà÷åíèé R, â ñëåëóþùåé ãëàâå ìû ñôîðìóëèðóåì îöåíêè ÒÒ-ðàíãîâ íåêî-

òîðûõ âèäîâ ÿäåð êîàãóëÿöèè, ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â ïðèëîæåíèÿõ, à òàêæå

îäíîãî ñåìåéñòâà èçâåñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ äâóõ-

êîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî.

Áûñòðîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ÒÒ-ôîðìàòå 1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f(u) = f(u1, . . . , ud) è g(u) = g(u1, . . . , ud) çàäà-

íû íà çàìêíóòîì ïàðàëëåëåïèïåäå [0;Vmax]
d, ïîêðûòîì ðàâíîìåðíîé ñåòêîé ñ

øàãîì h ïî êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé vi ñ N óçëàìè, è íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü

ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ

q(v1, . . . , vd) =

∫ v1

0

. . .

∫ vd

0

f(v1 − u1, . . . , vd − ud)g(u1, . . . , ud)du1 . . . dud.

(2.34)
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Êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ �âû÷èñëåíèå ôóíêöèè�. Åñëè

íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü å¼ çíà÷åíèÿ âî âñåõ Nd óçëàõ ñåòêè, òî çàäà÷à ñòà-

íîâèòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåâûïîëíèìîé. ßñíî, ÷òî ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ëþ-

áîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà âèäà

(2.34), íàïðèìåð, êâàäðàòóðû òðàïåöèé, âåä¼ò ê àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè

O(N 2d) îïåðàöèé.

Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð âèäà (2.34) � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ íèæíåòðåóãîëü-

íàÿ ñâ¼ðòêà. Åñëè ôóíêöèè f(u), g(u) óæå ïðåäñòàâëåíû â âèäå ÒÒ-ôîðìàòà,

áûñòðûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîé ñâ¼ðòêè óæå ïðåäñòàâëåí â ðàáî-

òå [71]. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî íà âõîäå è âûõîäå ýòîãî àëãîðèòìà ìû èìååì íåêî-

òîðûå ÒÒ-ðàçëîæåíèÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, êîòîðûå íèêîãäà íå ïðèõîäèòñÿ

âû÷èñëÿòü âî âñåõ óçëàõ ñåòêè. Â ðàìêàõ íàøåé ðàáîòû ìû îòòàëêèâàåìñÿ

îò óæå èçâåñòíûõ èäåé ðàáîòû [71], íî àäàïòèðóåì ýòó òåõíèêó äëÿ íåïðåðûâ-

íîãî ñëó÷àÿ ñ ïðèìåíåíèåì êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû òðàïåöèé. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ôóíêöèè f(u), g(u) óæå çàäàíû â âèäå ÒÒ-ôîðìàòà ñ ìàêñèìàëüíûìè ÒÒ-

ðàíãàìè, íå ïðåâûøàþùèìè R. Ïåðåïèøåì äàëåå (2.34) â ñëåäóþùåì âèäå:

q(v1, . . . , vd) =

∫ v1

0

. . .

∫ vd

0

f(v1 − u1, . . . , vd − ud)g(u1, . . . , ud)du1 . . . dud

=
∑

α0,...,αd

∑
β0,...,βd

∫ v1

0

. . .

∫ vd

0

f1(α0, v1 − u1, α1) . . . fd(αd−1, vd − ud, αd)g1(β1, u1, β2) . . . gd(βd−1, ud, βd)du1 . . . dud

=
∑

α1,...,αd

∑
β0,...,βd

∫ v1

0

f1(α0, v1 − u1, α1) g1(β1, u1, β2)du1 . . .

∫ vd

0

fd(αd−1, vd − ud, αd) . . . gd(βd−1, ud, βd)dud.

Êîíå÷íàÿ ôîðìóëà

q(v) =
∑

α1,...,αd

∑
β0,...,βd

∫ v1

0

f1(α0, v1 − u1, α1) g1(β1, u1, β2)du1×

× . . .×

×
∫ vd

0

fd(αd−1, vd − ud, αd) . . . gd(βd−1, ud, βd)dud

(2.35)

ñîñòîèò èç O(dR2) îäíîìåðíûõ íèæíåòðåóãîëüíûõ ñâ¼ðòîê

qk(γk−1, vk, γk) =

∫ vk

0

fk(αk−1, vk − uk, αk)gd(βk−1, uk, βk)duk,

ãäå γk = αkβk � ýòî ìóëüòèèíäåêñ èç O(R2) çíà÷åíèé (êîíêàòåíàöèÿ ìàññèâîâ
âäîëü íàïðàâëåíèé αk, βk). Êàæäàÿ èç ýòèõ ñâ¼ðòîê ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà
ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðû òðàïåöèé ÷åðåç ñâåäåíèå å¼ ê îïåðàöèè âû÷èñëåíèÿ
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óìíîæåíèé íèæíåòðåóãîëüíîé òåïëèöåâîé ìàòðèöû íà âåêòîð:

h



1
2fk(αk−1, vk0 , αk) 0 0 0

fk(αk−1, vk1 , αk)
1
2fk(αk−1, vk0 , αk) 0 0

fk(αk−1, vk2 , αk) f(αk−1, v1, αk)
1
2fk(αk−1, vk0 , αk) 0

. . . . . . . . . . . .

fk(αk−1, vkN , αk) fk(αk−1, vkN−1
, αk) . . . 1

2fk(αk−1, vk0 , αk)

×


1
2gk(βk−1, vk0 , βk)

gk(βk−1, vk1 , βk)

gk(βk−1, vk2 , βk)

. . .

gk(βk−1, vkN , βk)

 .

Ýòó îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü, ïîëüçóÿñü ñòàíäàðòíîé ìåòî-

äèêîé, îñíîâàííîé íà èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà áûñòðîãî äèñêðåòíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. (ñì., íàïðèìåð [71] èëè [23]) çà O(N logN) àðèôìåòè÷å-

ñêèõ îïåðàöèé. Èç (2.35) âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ q(v) óæå ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ÒÒ-ôîðìàòà ñ ðàíãàìè, ðàâíûìè ïðîèçâåäåíèþ ðàíãîâ ôóíêöèé f(v) è g(v).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìàêñèìàëüíûé èç ðàíãîâ ÿäåð ÒÒ-ðàçëîæåíèé ôóíêöèé

f(v) è g(v) ðàâåí R, òî ìàêñèìàëüíûé ÒÒ-ðàíã ôóíêöèè q(v) áóäåò O(R2).

Â èòîãå, èìååì ÒÒ-ðàçëîæåíèå ôóíêöèè q(v) çà O(dR2N logN + dNR4)

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (ñì. àëãîðèòì 5). Ìíîæèòåëü 1
2 â ñòðîêàõ 4 è 6

ïñåâäîêîäà êðèòè÷åñêè âàæåí äëÿ ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà, òàê êàê ïîç-

âîëÿåò ïîëó÷èòü êâàäðàòóðó òðàïåöèé è äîñòè÷ü âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè

âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè q(v).

Åñëè ìû õîòèì âû÷èñëèòü ôóíêöèþ q(v), èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 5 òîëüêî

îäèí ðàç, êâàäðàòè÷íûé ðîñò ÒÒ-ðàíãîâ íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé ïðîáëåìîé, íî

ñóùåñòâåííî ñíèæàåò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçóåìîé ìåòîäîëîãèè, åñëè íåîá-

õîäèìî âû÷èñëÿòü è êîìáèíèðîâàòü èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ýòîãî âèäà ìíî-

ãî ðàç. Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû, ìû ìîäèôèöèðóåì ïðåäëîæåí-

íûé �íàèâíûé� ïîëõîä â àëãîðèòì 6.

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ìåæäó àëãîðèòìàìè 5 è 6 ñîñòîèò â ñïîñîáå âû-

÷èñëåíèÿ q̃(v). Â àëãîðèòìå 5, ìû âû÷èñëÿåì ïîýëåìåíòíûå ïðîèçâåäåíèÿ

ïàð òåíçîðíûõ ïîåçäîâ f̃(v) è g̃(v) âäîëü ôèçè÷åñêèõ ìîä vk íàïðÿìóþ, èñ-

ïîëüçóÿ ÒÒ-àðèôìåòèêó. Â òî æå âðåìÿ, â àëãîðèòìå 6 ìû ñòðîèì äàííûå

ïîýëåìåíòíûå ïðîèçâåäåíèÿ â ïðèáëèæåííîì âèäå, èñïîëüçóÿ ÒÒ-êðåñòîâûé

èíòåðïîëÿöèîííûé àëãîðèòì [48].

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 6 ñîñòàâèò O(dR2N logN + d2NR5) îïåðàöèé.

Ôîðìàëüíî, ýòî íåñêîëüêî õóæå ñëîæíîñòè àëãîðèòìà 5, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò

O(dR2N logN + dNR4). Îäíàêî íà ïðàêòèêå 3, èñïîëüçîâàíèå ÒÒ-êðåñòîâîãî

3âïðî÷åì, áåç êàêèõ-ëèáî ñòðîãèõ ãàðàíòèé
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Algorithm 5 Áèëèíåéíàÿ ñâåðòêà â ÒÒ-ôîðìàòå
1: procedure Ñâåðòêà â TT-ôîðìàòå(f(v), g(v))
2: Ïîñòðîèòü TT-ðàçëîæåíèÿ äëÿ f(v), g(v) ñ ìàêñèìàëüíûì èç TT-
ðàíãîâ ðàâíûì R

3: for k = 1 . . . d do
4: fk(αk−1, vk0, αk) := 1

2fk(αk−1, vk0, αk)
5: Ðàñøèðèòü ôàêòîðû ðàçëîæåíèÿ fk(αk−1, vk0, αk) íà N − 1 íóëåé
âäîëü íàïðàâëåíèé vk

6: gk(βk−1, vk0, βk) := 1
2gk(βk−1, vk0, βk)

7: Ðàñøèðèòü ôàêòîðû ðàçëîæåíèÿ gk(βk−1, vk0, βk) íà N − 1 íóëåé
âäîëü íàïðàâëåíèé vk

8: f̃k(αk−1, vk, αk) := FFT (fk(αk−1, vk, αk)), O(R2) îäíîìåðíûõ áûñò-
ðûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå âäîëü íàïðàâëåíèé vk ñî ñëîæíîñòüþ
O(N logN) êàæäîå

9: g̃k(βk−1, vk, βk) := FFT (gk(βk−1, vk, βk)), O(R2) îäíîìåðíûõ áûñò-
ðûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå âäîëü íàïðàâëåíèé vk ñî ñëîæíîñòüþ
O(N logN) êàæäîå

10: end for
11: q̃(v) := f̃(v) · g̃(v) � ïðÿìîå ïîýëåìåíòíîå ïðîèçâåäåíèå èç TT-

àðèôìåòèêè âäîëü íàïðàâëåíèé vk çà O(dR4) îïåðàöèé. ÒÒ-ðàíãè q̃ âîç-
ðàñòóò äî O(R2) , ïîòðåáóåòñÿ O(dNR4) äåéñòâèé.

12: for k = 1 . . . d do
13: qk(γk−1, vk, γk) := h · IFFT (q̃k(γk−1, vk, γk)), O(R2) îáðàòíûõ îäíî-

ìåðíûõ áûñòðûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå âäîëü íàïðàâëåíèé vk ñî ñëîæ-
íîñòüþ O(N logN) êàæäîå

14: Âûáðîñèòü N − 1 ïîñëåäíèõ ýëåìåíòîâ èç ôàêòîðîâ ðàçëîæåíèÿ
qk(γk−1, vk, γk) âäîëü íàïðàâëåíèé vk

15: qk(γk−1, vk0, γk) := 0
16: end for
17: return ðàçëîæåíèå q(v) â ÒÒ-ôîðìàò ñ ôàêòîðàì qk(γk−1, vk, γk)
18: Ïîëíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâèò O(dR2N logN + dNR4)
19: end procedure
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Algorithm 6 Áèëèíåéíàÿ ñâåðòêà â ÒÒ-ôîðìàòå
1: procedure Ñâåðòêà â TT-ôîðìàòå(f(v), g(v))
2: Ïîñòðîèòü TT-ðàçëîæåíèÿ äëÿ f(v), g(v) ñ ìàêñèìàëüíûì èç TT-
ðàíãîâ ðàâíûì R

3: for k = 1 . . . d do
4: fk(αk−1, vk0, αk) := 1

2fk(αk−1, vk0, αk)
5: Ðàñøèðèòü ôàêòîðû ðàçëîæåíèÿ fk(αk−1, vk0, αk) íà N − 1 íóëåé
âäîëü íàïðàâëåíèé vk

6: gk(βk−1, vk0, βk) := 1
2gk(βk−1, vk0, βk)

7: Ðàñøèðèòü ôàêòîðû ðàçëîæåíèÿ gk(βk−1, vk0, βk) íà N − 1 íóëåé
âäîëü íàïðàâëåíèé vk

8: f̃k(αk−1, vk, αk) := FFT (fk(αk−1, vk, αk)), O(R2) îäíîìåðíûõ áûñò-
ðûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå âäîëü íàïðàâëåíèé vk ñî ñëîæíîñòüþ
O(N logN) êàæäîå

9: g̃k(βk−1, vk, βk) := FFT (gk(βk−1, vk, βk)), O(R2) îäíîìåðíûõ áûñò-
ðûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå âäîëü íàïðàâëåíèé vk ñî ñëîæíîñòüþ
O(N logN) êàæäîå

10: end for
11: q̃(v) := TT-CROSS APPROXIMATION(f̃(v) · g̃(v)) � O(dNR3) âû÷èñ-

ëåíèé çíà÷åíèé ñî ñëîæíîñòüþ O(dR2) êàæäîå, èòîãî O(d2NR5) îïåðàöèé
12: for k = 1 . . . d do
13: qk(γk−1, vk, γk) := h · IFFT (q̃k(γk−1, vk, γk)), O(R2) îáðàòíûõ îäíî-

ìåðíûõ áûñòðûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå âäîëü íàïðàâëåíèé vk ñî ñëîæ-
íîñòüþ O(N logN) êàæäîå

14: Âûáðîñèòü N − 1 ïîñëåäíèõ ýëåìåíòîâ èç ôàêòîðîâ ðàçëîæåíèÿ
qk(γk−1, vk, γk) âäîëü íàïðàâëåíèé vk

15: qk(γk−1, vk0, γk) := 0
16: end for
17: return ðàçëîæåíèå q(v) â ÒÒ-ôîðìàò ñ ôàêòîðàì qk(γk−1, vk, γk)
18: Ïîëíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâèò O(dR2N logN + d2NR5)
19: end procedure
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èíòåðïîëÿöèîííîãî àëãîðèòìà ÷àñòî ïðèâîäèò ê áîëåå íèçêèì ÒÒ-ðàíãàì èñ-

ïîëüçóåìûõ ôóíêöèé è ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò ýôôåêòèâíîñòü ìîäèôèöèðî-

âàííîé ìåòîäîëîãèè, ÷òî íåâîçìîæíî íàáëþäàòü â ïðèâåä¼ííîé ôîðìàëüíîé

îöåíêå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, õîòÿ èñïîëüçîâàíèå ÒÒ-êðåñòîâîãî ìåòî-

äà îäíîâðåìåííî âíîñèò äîïîëíèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü â ýëåìåíòû ôóíêöèè

q(v).

Â ëþáîì ñëó÷àå, îáà ïðèâåä¼ííûõ àëãîðèòìà ïîçâîëÿþò ñíèçèòü ñëîæ-

íîñòü ïðèìåíåíèÿ êâàäðàòóðû òðàïåöèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëüíîãî îïå-

ðàòîðà (2.34) ñ O(N 2d) äî õîòÿ áû O(dR2N logN + d2NR5) àðèôìåòè÷åñêèõ

îïåðàöèé è ïîçâîëÿþò íàì èñïîëüçîâàòü ýòó òåõíèêó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãî-

ìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Áûñòðîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ÒÒ-ôîðìàòå 2

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäëàãàåì áûñòðûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèé èíòåãðàëüíûõ

îïåðàòîðîâ âèäà

q(v) =

∫ Vmax

0

...

∫ Vmax

0

C(v;u)f(u)du1...dud (2.36)

íà òîì æå çàìêíóòîâ ïàðàëëåëåïèïåäå [0;Vmax]
d, ïîêðûòîì òàêîé æå ìíîãî-

ìåðíîé ðàâíîìåðíîé ñåòêîé ñ øàãîâ h è N óçëàìè ïî êàæäîìó èç íàïðàâëå-

íèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè C(v;u) è f(u) óæå ïðåäñòàâëåíû â âèäå ÒÒ-

ôîðìàòà. Äëÿ ôàêòîðîâ ðàçëîæåíèÿ C(v;u) áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ

C(v;u) :=
∑

α0,α1,...αd,αd+1,...,α2d

C1(α0, v1, α1) . . . C2d(α2d−1, vd, α2d) :=

=
∑

α0,α1,...αd,αd+1,...,α2d

Cv
1 (α0, v1, α1) . . . C

v
d(αd−1, vd, αd)×

× Cu
1 (αd, u1, αd+1) . . . C

u
d (α2d−1, u1, α2d).
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Òîãäà ìû ìîæåì ëåãêî ïåðåïèñàòü (2.36) â ñëåäóþùåé ôîðìå

q(v) =

Vmax∫
0

...

Vmax∫
0

C(v;u)f(u)du1...dud =
∑
α,β

Cv
1 (α0, v1, α1) . . . C

v
d (αd−1, vd, αd)×

×
Vmax∫
0

Cu
1 (αd, u1, αd+1)f1(β0, u1, β1)du1 . . .

Vmax∫
0

Cu
d (α2d−1, ud, α2d)fd(βd−1, ud, βd)dud =

=
∑
α

Cv
1 (α0, v1, α1) . . . C

v
d (αd−1, vd, αd)

∑
β

Vmax∫
0

Cu
1 (αd, u1, αd+1)f1(β0, u1, β1)du1×

. . .×
Vmax∫
0

Cu
d (α2d−1, ud, α2d)fd(βd−1, ud, βd)dud =

Rd∑
αd=1

C̃v
αd

(v)Iαd
,

ãäå C̃v
αd
� íàáîð èç Rd òåíçîðíûõ ïîåçäîâ ñëåäóþùåãî âèäà

C̃v
αd

(v1, . . . , vd) =
∑

α1,...,αd−1

Cv
1 (α0, v1, α1) . . . C

v
d(αd−1, vd, αd)

è Iαd � íàáîð èç Rd ñêàëÿðíûõ çíà÷åíèé

Iαd
=

∫ Vmax

0

Cu
1 (αd, u1, αd+1)f1(β0, u1, β1)du1 . . .

∫ Vmax

0

Cu
d (α2d−1, ud, α2d)fd(βd−1, ud, βd)dud.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ôóíêöèè C(v;u) è f(u) óæå çàäàíû â âèäå ÒÒ-ôîðìàòà

è íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ(2.36), òî äîñòàòî÷íî âû-

÷èñëèòü íàáîð ñêàëÿðíûõ çíà÷åíèé Iαd è âû÷èñëèòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

òåíçîðíûõ ïîåçäîâ C̃v
αd

(v) ñ ýòèìè ñêàëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âû÷èñëå-

íèå èíòåãðàëîâ âèäà Iαd ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë (íà-

ïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû òðàïåöèé) è äàëüíåéøåå âû÷èñëåíèé ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ÒÒ-ôîðìàòà � ñòàíäàðòíûå

îïåðàöèè ÒÒ-àðèôìåòèêè [46, 48, 71] è ìîãóò áûòü âûïîëíåíû çà O(dNR4)

îïåðàöèé.

Â ðåçóëüòàòå, çíà÷åíèÿ q(v) èç (2.36) ìîæíî ïîëó÷èòü çà O(dNR4) îïåðà-

öèé ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 7, â êîòîðîì ìû îïÿòü ïîëüçóåìñÿ ÒÒ-êðåñòîâûì

ìåòîäîì. Òàê, ñëîæíîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü îöåíåíà,

êàê O(d2NR4), ò.å. ôîðìàëüíî âîçðàñòàåò â dR ðàç. Íà ïðàêòèêå, ìû íà-

áëþäàåì îáðàòíîå, òàê êàê ÒÒ-ðàíãè èñïîëüçóåìûõ ìàññèâîâ, âû÷èñëåííûõ

ïðè ïîìîùè ÒÒ-êðåñòîâîãî ìåòîäà îêàçûâàþòñÿ ìåíüøå, ÷åì â ôîðìàëüíîé
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òåîðåòè÷åñêîé îöåíêå. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíûé îïåðàòîðû âèäà (2.36)

ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ òî÷íîñòüþ O(h2) çà O(d2NR5) àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-

ðàöèé.

Algorithm 7 Trapezoidal TT-integration
1: procedure Èíòåãðèðîâàíèå â ÒÒ-ôîðìàòå(C(v;u), f(v))
2: TT-ðàçëîæåíèÿ äëÿ f(v), K(v;u) ñ ìàêñèìàëüíûì èç TT-ðàíãîâ ðàâ-
íûì R

3: for k = 1 . . . αd do
4: C̃v

αd
(v1, . . . , vd) :=

∑
α1,...,αd−1

Cv
1 (α0, v1, α1) . . . C

v
d(αd−1, vd, αd)

5:

Iαd :=

∫ Vmax

0

Cu
1 (αd, u1,αd+1)f1(β0, u1, β1)du1 . . .

. . .

∫ Vmax

0

Cu
d (α2d−1, ud, α2d)fd(βd−1, ud, βd)dud

6: end for� R ðàç îïåðàöèè â TT-àðèôìåòèêå, ñ îáùåé ñëîæíîñòüþ
O(dNR2), ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü ýòàïà ñîñòàâèò O(dNR3) îïåðàöèé

7: q(v) := TT-CROSS (
∑Rd

αd=1 C̃
v
αd

(v)Iαd) �O(dNR3) âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé

ñî ñëîæíîñòüþ O(dR2) êàæäîå, èòîãî O(d2NR5) îïåðàöèé
8: return q(v)
9: Ïîëíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâèò O(d2NR5)
10: end procedure

Óñêîðåíèå èñõîäíîé ñõåìû

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû çàêàí÷èâàåì îïèñàíèå íàøåãî ìåòîäà ñíèæåíèÿ ñëîæ-

íîñòè ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ìíîãî-

êîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî:

nk+
1
2 (i) = τ

2

(
L1(i)(n

k)− nk(i)L2(i)(n
k)
)

+ nk(i)

nk+1(i) = τ
(
L1(i)(n

k+ 1
2 )− nk+ 1

2 (i)L2(i)(n
k+ 1

2 )
)

+ nk(i).

Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû òðàïåöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ
L1, L2 ìû çàìåíèì íà áûñòðûå ìåòîäû èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ïîäðàçäåëîâ.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L2 ìû íàïðÿìóþ ïðèìåíÿåì àëãîðèòì
7, ïðåäñòàâëåííûé âûøå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà L1 íåîáõîäèìî ïðîâåñòè
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ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

v1∫
0

...

vd∫
0

C(v − u;u)n(v − u, t)n(u, t)du1...dud =

=
∑
α,β

Vmax∫
0

Cv
1 (α0, v1 − u1, α1)n1(β0, v1 − u1, β1)Cu

1 (αd, u1, αd+1)n1(β0, u1, β1)du1×

. . .×
Vmax∫
0

Cv
d (αd−1, vd − ud, αd)nd(βd−1, vd − ud, βd)Cu

d (α2d−1, ud, α2d)nd(βd−1, ud, βd)dud =

∑
γd

Vmax∫
0

C̃v
1 (γ0, v1 − u1, γ1)C̃u

1 (γd−1, u1, γd)du1 . . .

∫ Vmax

0

C̃v
d (γd, vd − ud, γd+1)C̃u

d (γ2d−1, ud, γ2d)dud,

ãäå ìû âñåãî ëèøü ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå ÿäðà êîàãóëÿöèè ïðè ïîìîùè åãî

ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ÒÒ-ôîðìàòà è âû÷èñëÿåì ïîýëåìåíòíûå ïðîèçâåäå-

íèÿ åãî ÿäåð ÒÒ-ðàçëîæåíèÿ ñ ÿäðàìè ÒÒ-ðàçëîæåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

n(v). Ýòî ìîæíî ïðîäåëàòü çà O(d2NR5) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè ïî-

ìîùè ÒÒ-êðåñòîâîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî àëãîðèòìà. Òàê êàê íåîáõîäèìî âû-

÷èñëèòü ïîðÿäêà R ïîýëåìåíòíûõ ïðîèçâåäåíèé ïî ìóëüòèèíäåêñó γd, îáùàÿ

ñëîæíîñòü òàêîé �ïîäãîòîâêè� ñîñòàâèò O(d2NR6) äåéñòâèé.
Êàæäûé èç èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ è èõ ñóììó

∑
γd

∫ Vmax

0

K̃v
1 (γ0, v1−u1, γ1)C̃u

1 (γd, u1, γd+1)du1

∫ Vmax

0

C̃v
d (αd−1, vd−ud, αd)C̃u

d (γ2d−1, ud, γ2d)dud

ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 6 çà O(dR2N logN + d2NR5)

îïåðàöèé. Òàê êàê îïåðàòîðîâ â ñóììå R øòóê, îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà

âîçðàñòàåò äî O(dR3N logN + d2NR6).

Â ðåçóëüòàòå, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü L1 çà O(dR3N logN + d2NR6) àðèô-

ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è âûïîëíèòü îäèí øàã ïî âðåìåíè â ñõåìå ïðåäèêòîð-

êîððåêòîð çà O(dR3N logN + d2NR6) îïåðàöèé. Â ëþáîì ñëó÷àå, ïðåäïîëî-

æåíèå, ÷òî ÒÒ-ðàíãè ÿäðà êîàãóëÿöèè è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî

(çíà÷åíèÿ R) ÿâëÿþòñÿ íåáîëüøèìè, ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêè âàæíûì äëÿ ýô-

ôåêòèâíîé ðàáîòû àëãîðèòìà. Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå íóæäàåòñÿ, êàê ìèíè-

ìóì, êàê â òåîðåòè÷åñêîé, òàê è â ïðàêòè÷åñêîé âåðèôèêàöèè. Â ñëåäóþùåé

ãëàâå ìû ïðèâîäèì îöåíêè íåêîòîðûõ ÒÒ-ðàíãîâ äëÿ íåêîòîðûõ ÿäåð êîàãó-

ëÿöèè, à òàêæå äëÿ îäíîãî ñåìåéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè
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äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî.
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Ãëàâà 3

Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ðàíãîâ íåêîòîðûõ

êëàññîâ ÿäåð êîàãóëÿöèè è àíàëèòè÷åñêèõ

ðåøåíèé

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîëó÷åíèþ îöåíîê çíà÷åíèé ðàíãîâ R ðàçëîæåíèé

ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè íåêîòîðûõ ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â ïðèëîæåíè-

ÿõ ÿäåð êîàãóëÿöèè, à òàêæå îäíîãî ñåìåéñòâà èçâåñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðå-

øåíèé çàäà÷ Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî. Ìû

ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ÿäåð ðàíãè ìîãóò áûòü âû-

÷èñëåíû òî÷íî ëèáî îöåíåíû, êàê ìåäëåííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ

îò ðîñòà òî÷íîñòè ε ðàçëîæåíèÿ ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè.

3.1 Îöåíêè ðàíãîâ íåêîòîðûõ êëàññîâ ÿäåð êîàãóëÿöèè

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå

ÿäðà êîàãóëÿöèè [37], [17], [10], [5]:

C(u, v) = (u
1
3 + v

1
3 )2
√

1

u
+

1

v
, (3.1)

C(u, v) = uµvν + uνvµ;µ+ ν < 1;µ ≥ 0; ν ≥ 0, R ≡ 2 (3.2)
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C(u, v) = ((u
1
3 + v

1
3 )(u−

1
3 + v−

1
3 ))3, R ≡ 7 (3.3)

à äëÿ ñëåäóþùèõ ÿäåð

C(u, v) = 1, R ≡ 1 (3.4)

C(u, v) = uv, R ≡ 1 (3.5)

C(u, v) = u+ v,R ≡ 2 (3.6)

ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè

n(v, t = 0) = e−v (3.7)

ñóùåñòâóþò èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

Ñìîëóõîâñêîãî [43], [34]. ßäðî (3.2) ïðèíÿòî íàçûâàòü ÿäðîì îáîáù¼ííîãî

óìíîæåíèÿ, à ÿäðî (3.1) áàëëèñòè÷åñêèì (èëè áðîóíîâñêèì). Îòìåòèì, ÷òî

âñå ïðèâåä¼ííûå ÿäðà, êðîìå (3.1) óæå ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðàçëîæåíèé ñ

ðàçäåë¼ííûìè ïåðåìåííûìè ñ ðàíãàìè R ≤ 7. Ñôîðìóëèðóåì äâå òåîðåìû

èç ðàáîò [83], [84], êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ îöå-

íîê ðàíãîâ R ðàçëîæåíèÿ ñ ðàçäåë¼ííûìè ïåðåìåííûìè äëÿ áàëëèñòè÷åñêîãî

ÿäðà.

Òåîðåìà 1. [83]

Äëÿ ëþáîãî β > 0, 0 < δ ≤ 1 è 0 < ε ≤ min
{

1
2 ,

4
β

}
ñóùåñòâóþò òàêèå

ïîëîæèòåëüíûå pm è wm , ÷òî∣∣∣∣∣r−β −
R∑

m=1

wme
−pmr

∣∣∣∣∣ ≤ r−βε
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ñ

R ≤ cβ(2N + 1)

π

(
β−1 log 4(βε)−1 + log 2qδ−1 + log log q(δε)−1

)
,

ãäå

cβ =

{
β, 0 < β < 1

1, 1 ≤ β
,

N � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

2N !

(2N + 1)2N
≤ ε

4
,

q = 2N − 1 + β è rε[δ; 1].

Òåîðåìà 2. [84] Äëÿ ëþáîãî β > 0, 1 < P ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæè-

òåëüíûå pm è wm , ÷òî ∣∣∣∣∣r−β −
R∑

m=1

wme
−pmr

∣∣∣∣∣ ≤ r−βε

ñ ÷èñëîì ñëàãàåìûõ R ≤ ln( 8
√
2
ε ) log 8P

π2 , ãäå rε[1;P ].

Òåîðåìà 3. ßäðî C(u, v) = (u
1
3 + v

1
3 )2
√

1
u + 1

v ìîæíî ïðèáëèçèòü ðàçëîæå-

íèåì âèäà C(u, v) ≈
∑R

α=1 Uα(u)Vα(v) ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ε íà

ðàâíîìåðíîé äâóìåðíîé ñåòêå ñ N + 1 óçëîì ïî êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé u

è v ñ ÷èñëîì ñëàãàåìûõ R = O(log N
ε ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî

C(u, v) = (u
1
3 + v

1
3 )2
√

1

u
+

1

v
=

(u
2
3 + 2(uv)

1
3 + v

2
3 )
√
u+ v√

uv
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïðèáëèçèòü ôóíêöèþ

C(u, v) ≈
R∑
α=1

Uα(u)Vα(v)

äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü òàêóþ æå àïïðîêñèìàöèþ äëÿ ôóíêöèè
√
u+ v.
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Çàìåòèì, ÷òî
√
x ≡ x

1√
x

(3.8)

Íà îòðåçêå xε[δ; 1] âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 5.1, à íà îòðåçêå xε[1;R] âîñ-

ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 5.2. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ δ, R ïîëó÷èì, ÷òî

äëÿ ÷èñëà ñëàãàåìûõ â ïîñòðîåííûõ ïðèáëèæåíèÿõ ìîæíî îöåíèòü, êàêM =

O(log 1
ε). Â ðåçóëüòàòå, ïîñòðîåíèé íà ðàññìàòðèâàåìûõ îòðåçêàõ ïîëó÷èì

√
x ≡ x

1√
x
≈ x

R∑
m=1

(
wme

−pmx
)

(3.9)

Ïîäñòàâëÿÿ x = u + v â ïîñòðîåííûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ôóíêöèè (3.8)

íà îòðåçêå xε[Vmin; 2Vmax], ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè

âèäà
√
u+ v ≈ (u+ v)

M∑
m=1

(
wme

−pm(u+v)
)

ñ M = O(log 1
ε), êîòîðóþ î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó ðàçëî-

æåíèÿ ñ ðàçäåë¼ííûìè ïåðåìåííûìè.

Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé êîàãóëÿöèè îïèñàííûå ÿäðà

îáîáùàþòñÿ â ñëåäóþùóþ ôîðìó

C(u; v) ≡ 1, (3.10)

C(u; v) =
d∑
i=1

ui +
d∑
i=1

vi, (3.11)

C(u; v) = (
d∑
i=1

ui)
ν(

d∑
i=1

vi)
µ + (

d∑
i=1

ui)
µ(

d∑
i=1

vi)
ν, ν + µ ≤ 1, |ν − µ| ≤ 2,(3.12)

C(u; v) =

(
(
d∑
i=1

ui)
1/3 + (

d∑
i=1

vi)
1/3

)2√√√√√ 1
d∑
i=1

vi

+
1
d∑
i=1

vi

. (3.13)

Â ñëó÷àå äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî äëÿ çàäà÷ Êîøè

ñ êîíñòàíòíûì ÿäðîì (3.10) è ñëåäóþùåãî êëàññà íà÷àëüíûõ óñëîâèé

n(v1, v2, t = 0) = a b e−av1−bv2
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õîðîøî èçâåñòíî ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé(ñì. íàïðèìåð,

[85])

n(v1, v2, t) =
a b eav1−bv2

(1 + t/2)2
I0

(
2

√
a b v1 v2 t

t+ 2

)
, (3.14)

ãäå a, b � ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à I0 � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ

Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ïëîòíîñòü ÷àñòèö íà åäèíèöó îáú¼ìà ìîæåò áûòü

âû÷èñëåíà àíàëèòè÷åñêè:

N(t) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

a b eav1−bv2

(1 + t/2)2
I0

(
2

√
a b v1 v2 t

t+ 2

)
dv1dv2 ≡

1

1 + t
2

.

Òàêæå èçâåñòíû íåñêîëüêî ïðèìåðîâ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè,

çàïèñàííûõ â âèäå áûñòðî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ äëÿ àääèòèâíîãî ÿäðà (3.11) â

ñëó÷àå äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî [85] è íåñêîëüêî áîëåå

ñëîæíûõ àíàëèòè÷åñêèõ îöåíîê èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèé [86].

Ïåðâûå äâà ÿäðà (ÿäðà (3.10) è (3.11)) àâòîìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû â

âèäå ôóíêöèé ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè è, î÷åâèäíî, ÷òî ÒÒ-ðàíãè êîí-

ñòàíòíîãî ÿäðà (3.10) ðàâíû 1, à ÒÒ-ðàíãè àääèòèâíîãî ÿäðà (3.11) ðàâíû

2.

Òåîðåìà 4. Ìíîãîêîìïîíåíòíîå ÿäðî îáîáù¼ííîãî óìíîæåíèÿ (3.12), à òàê-

æå ìíîãîêîìïîíåíòíîå áàëëèñòè÷åñêîå ÿäðî ìîæíî ïðèáëèçèòü ñ òî÷íî-

ñòüþ ε â îáëàñòè (u, v) ∈ [0, L]2d ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ñ ðàçäåë¼ííûìè

ïåðåìåííûìè ñ ÷èñëîì ñëàãàåìûõ R = O(log 1
ε logL)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå ÿäðà îáîáù¼ííîãî óìíîæåíèÿ (3.12), ìû ñíîâà

âîñïîëüçóåìñÿ ðåùóëüòàòàìè ðàáîò [83,84], â êîòîðûõ äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè

âèäà 1
xa , 1 ≥ a > 0 ìîæíî ïðèáëèçèòü ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñóìì

1

xa
≈

R∑
i=1

wie
−pix,

íà ëþáîì ôèêñèðîâàííî îòðåçêå x ∈ [xmin;xmax], L = xmax − xmin ñ ÷èñëîì

ñëàãàåìûõ O(log 1
ε logL), ãäå ε � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè.

Òàê, ìû ïðîñòî çàìåíèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ âèäà (
∑d

i=1 ui)
ν â ÿäðå (3.12)
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íà

(
d∑
i=1

ui)
ν =

∑d
i=1 ui

(
∑d

i=1 ui)
1−ν
≈ (

d∑
i=1

ui)
R∑
i=1

wie
−pi

∑d
i=1 ui := x

R∑
i=1

wie
−pix

íà îòðåçêå x ∈ [xmin; dxmax], à äàëåå íà ýòîì ìíîæåñòå ïðèìåíèì òåîðåìû

[83, 84] è ñìîæåì óòâåðæäàòü ÷òî èõ ÒÒ-ðàíãè ðàñòóò êàê O(log 1
ε logL), ãäå

ε � ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè.

Àíàëîãè÷íûå îöåíêè âûâîäÿòñÿ è äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî áàëëèñòè÷å-

ñêîãî ÿäðà (3.13). Òàê, ìû äîëæíû ëèøü íàïðÿìóþ âîñïðîèçâåñòè äîêàçà-

òåëüñòâî òåîðåìû 3, ïðèâåä¼ííîé âûøå è âîñïîëüçîâàòüñÿ òàêèì æå ïðè¼ìîì

äëÿ îöåíîê ÒÒ-ðàíãîâ ñëàãàåìûõ (
∑d

i=1 ui)
ν. Ñëåäîâàòåëüíî ÒÒ-ðàíãè ýòîãî

ÿäðà òîæå ðàñòóò êàê O(log 1
ε logL).

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ðàçäåëå äëÿ øèðîêîãî êëàññà ÿäåð êîàãóëÿöèè ìû

ïîëó÷èëè ëèáî àïðèîðíûå òî÷íûå çíà÷åíèÿ èõ ÒÒ-ðàíãîâ, ëèáî äîêàçàëè èõ

ìåäëåííûé ðîñò ñî ñêîðîñòüþ O(log 1
ε logL), ãäå ε � îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü

àïïðîêñèìàöèè, à L � �øèðèíà�, îáëàñòè ðàçëîæåíèÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ÷èñëà

óçëîâ N â èñïîëüçóåìîé ñåòêå.

3.2 Îöåíêè ðàíãîâ îäíîãî êëàññà àíàëèòè÷åñêèõ ðåøå-

íèé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì îöåíêè ðàíãîâ îäíîãî èçâåñòíîãî êëàññà àíàëè-

òè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ êîàãóëÿ-

öèè Ñìîëóõîâñêîãî ñ êîíñòàíòíûì ÿäðîì è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè âèäà

n(v1, v2, t = 0) = a b e−av1−bv2.

Òåîðåìà 5. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ êîíñòàíòíûì ÿäðîì

âèäà

n(v1, v2, t) =
a b e−av1−bv2

(1 + t/2)2
I0

(
2

√
a b v1 v2 t

t+ 2

)
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ìîæíî ïðèáëèçèòü ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèé ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè

n(v1, v2, t) ≈
R∑
α=1

V (1)
α (v1, t)V

(2)
α (v2, t)

ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ε è ðàíãàìè R = R(ε), íå çàâèñÿùèìè îò

÷èñëà óçëîâ N â ðàñ÷¼òíîé ñåòêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. . Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî a = b = 1. Äàëåå,

ïîëüçóÿñü íåïîñðåäñòâåííûì îïðåäåëåíèåì ìîäèöèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè

Áåññåëÿ, ìû ìîæåì âûïèñàòü ñëåäóþùèé ðÿä

n(v1, v2, t) =
e−v1−v2

(1 + t/2)2
I0

(
2

√
v1 v2 t

t+ 2

)
=

=
e−v1−bv2

(1 + t/2)2

∞∑
k=0

1

(k!)2

(
v1 v2 t

t+ 2

)k
.

Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ïðèâåä¼ííîãî ðÿäà � ôóíêöèÿ ñ ðàçäåë¼ííûìè ïåðåìåí-

íûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè ðàíãà R = R(ε), çàâèñÿùåé îò

ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ε, íåîáõîäèìî îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè �õâî-

ñòà� ïðèâåä¼ííîãî ðÿäà:

e−v1−v2

(1 + t/2)2

∞∑
k=n

1

(k!)2

(
v1 v2 t

t+ 2

)k
≤

e−v1−v2

(1 + t/2)2

(
v1 v2 t

t+ 2

)n
1

(n!)2

∞∑
k=0

1

(k!)2

(
v1 v2 t

t+ 2

)k
≤

e−v1−v2

(1 + t/2)2

(
v1 v2 t

t+ 2

)n
1

(n!)2

∞∑
k=0

(v1 v2)
k

(k!)2
≤

e−v1−v2

(1 + t/2)2

(
v1 v2 t

t+ 2

)n
1

(n!)2

( ∞∑
k=0

(v1)
k

(k!)

)( ∞∑
k=0

(v2)
k

(k!)

)
≡

e−v1−v2

(1 + t/2)2

(
v1 v2 t

t+ 2

)n
1

(n!)2
ev1+v2 ≡

1

(1 + t/2)2

(
v1 v2 t

t+ 2

)n
1

(n!)2
< ε,
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Ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñ ó÷¼òîì vi ∈ [0, Vmax]

ïîëó÷àåì

1

(1 + t/2)2

(
v1 v2 t

t+ 2

)n
1

(n!)2
≤ 1

(1 + t/2)2

(
V 2n
max

(n!)2

)
≤ ε.

Óæå òåïåðü, î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ n, óäîâëåòâîðÿþùèå ïîëó÷åííîìó íåðà-

âåíñòâó çàâèñÿò ëèøü îò ÷èñåë Vmax è ε è t. Îòìåòèì, ÷òî ïðè t→∞ ε-ðàíã

ðåøåíèÿ áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Â òî æå âðåìÿ, ïðè ìàëûõ t, ïîëüçóÿñü

èçâåñòíîé ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà, ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî íàéòè n, óäîâëå-

òâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

1

(1 + t/2)2

(
V 2n
max

(n!)2

)
≤ 1

(1 + t/2)2

(
(eVmax)

2n

√
2πn2n+

1
2

)
≤ ε.

Ëîãàðèôìèðóÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî è èñêëþ÷àÿ èç íåãî ìíîæèòåëü 1
(1+t/2)2 ,

êàê íå çàâèñÿùóþ îò ïðîñòðàíñòâà êîíñòàíòó, âèäèì, ÷òî äîñòàòî÷íî íàéòè

n òàêîå, ÷òî

2n(ln(
Vmax

n
) + 1) < ln(ε) < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì íåðàâåíñòâà:{
ln(Vn ) + 1 ≤ −1⇒ n ≥ eVmax,

2n > |ln(ε)| ⇒ n > |ln(ε)|
2 .

(3.15)

Òàê, èñêîìîå n åñòü O(|ln(ε)| + Vmax), ÷èñëî íå çàâèñÿùåå îò ÷èñëà óçëîâ

N ïî íàïðàâëåíèÿì ðàñ÷¼òíîé ñåòêè, íî îò ðàçìåðîâ îáëàñòè, à òàêæå îò

íåîáõîäèìîé îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè.

Çàìå÷àíèå: Íà ïðàêòèêå (ñì. ðåçóëüòàòû â ãëàâå, ïîñâÿù¼ííîé ðåçóëü-

òàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ), ìû íàáëþäàåì ïî÷òè ïîñòîÿííûå ðàíãè

÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ëó÷øèå ìàëîðàí-

ãîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ äàííîãî êëàññà ôóíêöèé.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû îöåíêè ÒÒ-ðàíãîâ äëÿ íåêîòî-

ðûõ êëàññîâ ÿäåð êîàãóëÿöèè è äëÿ îäíîãî êëàññà èçâåñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ

ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâî-

ëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííàÿ íîâàÿ ìåòîäîëîãèÿ áóäåò ýôôåê-
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òèâíîé â ïðèëîæåíèè ê øèðîêîìó êëàññó çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèé òèïà

Ñìîëóõîâñêîãî.

Ê ñîæàëåíèþ, ìû íå ïîëó÷èëè îöåíîê ÒÒ-ðàíãîâ îáùèõ ðåøåíèé äëÿ

çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèé Ñìîëóõîâñêîãî. Òåì íå ìåíåå, â ñëåäóþùåé ãëàâå

ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ïîëó÷åííûå íèçêèå ðàíãè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà÷

Êîøè.
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Ãëàâà 4

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

4.1 Îïèñàíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, ïðèìåíÿåìîãî

äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷

Â äàííîé ãëàâå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ íîâûõ ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ, ïðåäëîæåííûõ âûøå. Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ

ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ ýôôåê-

òèâíûìè íå òîëüêî â òåîðèè, íî è ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ãëàâå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðî-

âàíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé àãðåãàöèè è äðîá-

ëåíèÿ îäíîêîìïîíåíòíîãî âåùåñòâà, à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíò-

íîãî óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè ñ èñòî÷íèêàìè è ñòîêàìè ÷àñòèö. Ýôôåêòèâíîñòü

íîâûå ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ïðèìåíåíèè òåíçîðíûõ ðàçëîæåíèé äëÿ óñêî-

ðåíèÿ ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíà â ñðàâíåíèè ñ

ïðÿìîé ðåàëèçàöèåé èñõîäíîãî ðàçíîñòíîãî ïîäõîäà, à òàêæå â ñðàâíåíèè ñ

ìåòîäîì Mass Flow Monte Carlo.

Â ïðîöåññå ïîäãîòîâêè è ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûë ïîäãî-

òîâëåí êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòü øèðîêèå íàáîðû ÷èñëåí-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ïîäãî-

òîâëåí îòäåëüíûé ïðîãðàììíûé ìîäóëü, ñâÿçàííûé ñ ïðîãðàììíûì êîìïëåê-

ñîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåíçîðíûõ ðàçëîæåíèé. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ðàçìå-

ù¼í â ðåïîçèòîðèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû êîíòðîëÿ âåðñèé Git ïî àäðåñó

https://bitbucket.org/matseralex/tt_smoluh. Êðàòêîå îïèñàíèå áàçîâûõ

äèðåêòîðèé ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïðèâåäåíî â òàáëèöå 4.1.
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Òàáëèöà 4.1: Îïèñàíèå äèðåêòîðèé ñ ìîäóëÿìè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà
Äèðåêòîðèÿ Ïîääèðåêòîðèÿ Ñîäåðæàùèåñÿ ìîäóëè

libtt Äèðåêòîðèÿ ñ ðåàëèçàöèåé ìåòîäîâ
ïîñòðîåíèÿ ìàëîðàíãîâûõ ìàòðè÷-
íûõ è òåíçîðíûõ àïïðîêñèìàöèé
ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ

solvers Äèðåêòîðèÿ ñ ïðîãðàììíûìè ìîäó-
ëÿìè, ðåàëèçîâàííûìè äëÿ ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êè-
íåòè÷åñêèõ ìîäåëåé

solvers mass_�ow Äèðåêòîðèÿ ñ ïðîãðàììíîé ðåàëè-
çàöèåé ìåòîäà Mass Flow Monte
Carlo äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíò-
íîãî óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè Ñìîëó-
õîâñêîãî

solvers one-dimensional Äèðåêòîðèÿ ñ ïðîãðàììíûìè ìîäó-
ëÿìè äëÿ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè îä-
íîêîìïîíåíòíîãî âåùåñòâà

solvers multidimensional Äèðåêòîðèÿ ñ ïðîãðàììíûìè ìîäó-
ëÿìè äëÿ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé êîàãóëÿöèè è äðîáëåíèÿ ìíî-
ãîêîìïîíåíòíîãî âåùåñòâà

Â êàæäîì èç ìîäóëåé íåîáõîäèìî çàäàòü ôóíêöèþ ëîêàëüíîãî âû÷èñëå-

íèÿ ýëåìåíòîâ ÿäðà êîàãóëÿöèè è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ÷ëå-

íîâ äðîáëåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü ôóíêöèþ ëîêàëüíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé

êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ôðàãìåíòàöèè. Àíàëîãè÷íî, ïî ìåðå íåîáõîäè-

ìîñòè âîçìîæíî çàäàòü ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ ÷àñòèö. Ïðè çàïóñêå

áåç ââåä¼ííûõ ïàðàìåòðîâ êàæäûé ïðîãðàììíûé ìîäóëü íàïå÷àòàåò ïîëüçî-

âàòåëüñêîå ñîîáùåíèå ñ ïåðå÷íåì íåîáõîäèìûõ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ìîäåëè è ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà. Êðàòêîå îïèñàíèå ïðîãðàììíûõ

ìîäóëåé ñ ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìîäåëåé ïðîöåññîâ

àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè âåùåñòâà ïðèâåäåíî â òàáëèöå 4.2.
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Ðàñïîëîæåíèå ìîäóëÿ Èìÿ Ñîäåðæàíèå ìîäóëÿ

solvers/mass_�ow

smoluhovsky_2d_num_solv.f

Ãîëîâíîé ìîäóëü ïðî-

ãðàììíîé ðåàëèçàöèè

÷èñëåííîãî ìåòîäà

Ìîíòå Êàðëî Mass

Flow Coagulation

ðåøåíèÿ ìíîãîêîìïî-

íåíòíîãî óðàâíåíèÿ

êîàãóëÿöèè, ðåàëèçî-

âàí íà ÿçûêå Fortran

95

solvers/multidimensional Smoluh.py Ìîäóëü ïðîãðàììíîé

ðåàëèçàöèè áûñòðî-

ãî ìåòîäà ðåøåíèÿ

ìíîãîêîìïîíåíòíîãî

óðàâíåíèÿ êîàãóëÿ-

öèè, ðåàëèçîâàí íà

ÿçûêå Python, òðåáó-

åòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ

óñòàíîâêà ïàêåòà

TTpy ñ ðåàëèçàöèåé

áàçîâûõ àëãîðèòìîâ

ðàáîòû ñ ìàññèâàìè â

ôîðìàòå òåíçîðíîãî

ïîåçäà
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solvers/multidimensional direct_2d.cpp Ìîäóëü ïðîãðàììíîé

ðåàëèçàöèè ïðÿìîãî

ðàçíîñòíîãî ïîäõîäà

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

äâóõêîìïîíåíòíîãî

óðàâíåíèÿ êîàãóëÿ-

öèè Ñìîëóõîâñêîãî,

ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå

C++

solvers/multidimensional tt_Smoluh_2.cpp Ìîäóëü ïðîãðàììíîé

ðåàëèçàöèè áûñòðîãî

ìåòîäà, ñíîâàííîãî íà

ðåêóðñèâíîì ïðèìå-

íåíèè ÒÒ-êðåñòîâîãî

àëãîðèòìà, ðåàëèçî-

âàí íà ÿçûêå C++

solvers/one-dimensional cross_1d.cpp Ìîäóëü ïðîãðàììíîé

ðåàëèpàöèè áûñòðîãî

ìåòîäà ðåøåíèÿ íåïðå-

ðûâíîãî óðàâíåíèÿ îä-

íîêîìïîíåíòíîé êîà-

ãóëÿöèè Ñìîëóõîâñêî-

ãî, ðåàëèçîâàí íà ÿçû-

êå C++

solvers/one-dimensional direct_1d.cpp Ìîäóëü ïðîãðàììíîé

ðåàëèçàöèè ïðÿìîãî

ðàçíîñòíîãî ìåòîäà

ðåøåíèÿ íåïðåðûâíî-

ãî óðàâíåíèÿ îäíîêîì-

ïîíåíòíîé êîàãóëÿöèè

Ñìîëóõîâñêîãî, ðå-

àëèçîâàí íà ÿçûêå

C++
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solvers/one-dimensional cross_colm.cpp Ìîäóëü ïðîãðàììíîé

ðåàëèçàöèè áûñòðîãî

ìåòîäà ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèé ìî-

äåëè íåîáðàòèìîé êîà-

ãóëÿöèè ñ èñòî÷íèêîì

è ñòîêîì ÷àñòèö, ðåà-

ëèçîâàí íà ÿçûêå C++

solvers/one-dimensional cross_brill.cpp Ìîäóëü ïðîãðàììíîé

ðåàëèçàöèè áûñòðîãî

ìåòîäà ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèé àãðå-

ãàöèè è ôðàãìåíòàöèè

âåùåñòâà â ïëàíåòíûõ

êîëüöàõ Ñàòóðíà, ðåà-

ëèçîâàí íà ÿçûêå C++

solvers/one-dimensional parallel_brill.cpp Ìîäóëü ïðîãðàììíîé

ðåàëèçàöèè ïàðàë-

ëåëüíîãî áûñòðîãî

ìåòîäà ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

àãðåãàöèè è ôðàã-

ìåíòàöèè âåùåñòâà â

ïëàíåòíûõ êîëüöàõ

Ñàòóðíà, ðåàëèçîâàí

íà ÿçûêå C++
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solvers/one-dimensional stationary_brill.cpp Ìîäóëü ïðîãðàììíîé

ðåàëèçàöèè áûñòðîãî

ìåòîäà íà îñíîâå ìå-

òîäà ïðîñòîé èòåðà-

öèè ïîèñêà ñòàöèîíàð-

íûõ ðåøåíèé óðàâíå-

íèé ìîäåëè àãðåãàöèè

è ôðàãìåíòàöèè âå-

ùåñòâà â ïëàíåòíûõ

êîëüöàõ Ñàòóðíà, ðåà-

ëèçîâàí íà ÿçûêå C++

solvers/one-dimensional anderson.cpp Ìîäóëü ïðîãðàììíîé

ðåàëèçàöèè áûñòðîãî

ìåòîäà íà îñíîâå ìåòî-

äà àêñåëåðàöèè Àíäåð-

ñîíà ïîèñêà ñòàöèî-

íàðíûõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèé ìîäåëè àãðåãà-

öèè è ôðàãìåíòàöèè

âåùåñòâà â ïëàíåòíûõ

êîëüöàõ Ñàòóðíà, ðåà-

ëèçîâàí íà ÿçûêå C++

solvers/one-dimensional soil_dynamic.cpp Ìîäóëü ïðîãðàììíîé

ðåàëèçàöèè áûñòðîãî

ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé ëîêàëüíîé ìîäå-

ëè àãðåãàöèè â ïî÷âåí-

íîì ïðîôèëå, ðåàëèçî-

âàí íà ÿçûêå C++
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solvers/one-dimensional soil_stationary.cpp Ìîäóëü ïðîãðàììíîé

ðåàëèçàöèè áûñòðîãî

ìåòîäà íà îñíîâå ìå-

òîäà ïðîñòîé èòåðà-

öèè ïîèñêà ñòàöèîíàð-

íûõ ðåøåíèé óðàâíå-

íèé ëîêàëüíîé ìîäåëè

àãðåãàöèè â ïî÷âåííîì

ïðîôèëå

Òàáëèöà 4.2: Îïèñàíèå ìîäóëåé ïðîãðàììíîãî

êîìïëåêñà ñ ðåàëèçàöèåé ÷èñëåííûõ àëãîðèò-

ìîâ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé àãðåãàöèè

è ôðàãìåíòàöèè

Âñå ìîäóëè ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå C++, êðîìå ïðîãðàììíîãî ìîäóëÿ ñ

ðåàëèçàöèåé ìåòîäà Mass Flow Monte Carlo (ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Fortran95 )

è ìîäóëÿ ñ ðåàëèçàöèåé ìåòîäà ðåøåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ êî-

àãóëÿöèè ñ èñòî÷íèêàìè è ñòîêàìè ÷àñòèö (ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Python ñ

èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèé ïàêåòà TTpy).

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ðàçðàáîòàí äëÿ êîìïèëÿöèè ïðè ïîìîùè îïòèìè-

çèðóþùèõ êîìïèëëÿòîðîâ Intel ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèéMPI èOpenMP,

à òàêæå ïðîãðàììíûõ áèáëèîòåê MKL, VSL, GSL. Ñáîðêà èñïîëíÿìûõ ôàé-

ëîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè óòèëèòû Make. Äëÿ âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ

÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ äëÿ êàæäîãî èç ðåàëèçîâàííûõ ìîäóëåé ïîäãîòîâëåíû

ñêðèïòû íà ÿçûêå Gnuplot.
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4.2 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ

óðàâíåíèé îäíîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé

4.2.1 Èññëåäîâàíèå ìîäåëè àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè â êîëüöàõ

Ñàòóðíà

Òåñòîâûå ðàñ÷¼òû ñ ÿäðîì Ci,j ≡ 1 è N(0) = 1 äëÿ ìîäåëè àãðåãàöèè è ôðàã-

ìåíòàöèè âåùåñòâà â ïëàíåòàðíûõ êîëüöàõ ïîêàçàëè ñîãëàñîâàííîñòü êëà-

ñòåðíîé ïëîòíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêîé (òàáëèöà 4.3). Òå-

ñòîâûå ðàñ÷¼òû ñ áàëëèñòè÷åñêèì ÿäðîì ïîäòâåðäèëè ýôôåêòèâíîñòü ïðåä-

ëîæåííîé ìîäèôèêàöèè ÷èñëåííîé ñõåìû (òàáëèöà 4.4) � ïðè áîëüøèõ çíà÷å-

íèÿõ M ïîëó÷åíî óñêîðåíèå èñõîäíîé ñõåìû áîëåå, ÷åì â 1000 ðàç ïðè ñîãëà-

ñîâàííûõ êëàñòåðíûõ ïëîòíîñòÿõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ èñõîäíîé

è óñêîðåííîé ñõåìàìè.

Ïîëó÷åííûå ðàíãè ïðèáëèæåííûõ ñêåëåòíûõ ðàçëîæåíèé áàëëèñòè÷åñêî-

ãî ÿäðà (òàáëèöà 4.8) ñîãëàñóþòñÿ ñ äîêàçàííîé âûøå òåîðåìîé î âåðõíåé

îöåíêå ÷èñëà ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè ñ ðàçäåë¼ííûìè ïåðåìåííûìè. Äëÿ

çàäà÷è Êîøè äëÿ íåïðåðûâíîãî îäíîêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêî-

ãî ñ êîíñòàíòíûì ÿäðîì è íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì n(v, t = 0) = e−v

ïðîâåäåíû òåñòû ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ñ ïîìîùüþ

àëãîðèòìîâ, îïèñàííûõ â äàííîé ðàáîòå, ê àíàëèòè÷åñêîìó (ðèñ. 4.9).

Òàáëèöà 4.3: Âðåìÿ ðàñ÷¼òà ïðè Cij ≡ 1, N(0) = 1 äëÿ tε[0; 10], λ = 10−4

×èñëî
óðàâíå-
íèé

Èñõîäíûé
ìåòîä,ñåê

Óñêîðåííûé
ìåòîä,ñåê

Ïîãðåøíîñòü
õàðàêòåðèñòè-
êè N(t)

1000 0.366 0.5829 0.004067
10 000 35.57 1.7543 0.004059
50 000 925.31 2.3103 0.004057

86



Òàáëèöà 4.4: Âðåìÿ ðàñ÷¼òà ïðè Cij = (i
1
3 + j

1
3 )2
√

1
i + 1

j , N(0) = 1 äëÿ

tε[0; 5], λ = 10−4

×èñëî
óðàâíå-
íèé

Èñõîäíûé
ìåòîä,ñåê

Óñêîðåííûé
ìåòîä,ñåê

Ïîãðåøíîñòü
õàðàêòå-
ðèñòèêè
N(t)

1000 101.15 0.4142 0.016
5 000 2 534.96 2.26535 0.022
10 000 10 162.4 9.18745 0.021

4.2.2 Ìàñøòàáèðóåìîñòü ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè áûñòðîãî ìå-

òîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè â êîëü-

öàõ Ñàòóðíà

Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ òîé æå ìî-

äåëè èñïîëüçîâàëàñü âåðñèÿ äèñêðåòíîãî ïàðàëëåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-

ðüå, ðåàëèçîâàííàÿ â áèáëèîòåêå Intel MKL. Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ äàííîé

îïåðàöèè ñîãëàñóþòñÿ ñ äîêóìåíòàöèåé ê ïàðàëëåëüíîìó àëãîðèòìó äèñêðåò-

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áèáëèîòåêè Intel MKL è òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëü-

òàòàìè ïî åãî ìàñøòàáèðóåìîñòè [87] (ñì. ðèñ. 4.1-4.2). Òàê êàê àëãîðèòìè-

÷åñêàÿ ñëîæíîñòü áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îïðåäåëÿåò àëãîðèòìè-

÷åñêóþ ñëîæíîñòü ïîëíîãî àëãîðèòìà, ìàñøòàáèðóåìîñòü äàííîé îïåðàöèè

îïðåäåëÿåò è ìàñøòàáèðóåìîñòü ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèé àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè.

Òåñòîâûå ðàñ÷¼òû ñ ÿäðàìè (3.1),(3.4) ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâíîñòü ïà-

ðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè áûñòðîãî àëãîðèòìà: ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ M ïî-

ëó÷åíî óñêîðåíèå àëãîðèòìà â äåñÿòêè ðàç (ñì. òàáëèöû 4.5 - 4.6). Äëÿ òåñòè-

ðîâàíèÿ ïàðàëëåëüíîé âåðñèè àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëèñü êëàñòåð ÈÂÌ ÐÀÍ

è ñóïåðêîìïüþòåð �Ëîìîíîñîâ�.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè áûñòðîãî àëãîðèòìà ïðî-

äåìîíñòðèðîâàíî êà÷åñòâåííîå âëèÿíèå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ íà ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè. Äëÿ çàäà÷,

îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà λ ïîëó÷åíû ñòàöèîíàðíûå ðåøå-

íèÿ è ðåøåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêè îñöèëëèðóþùåé ïîëíîé ïëîòíîñòüþ àãðåãàòîâ
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(ðèñ. 4.3). Äëÿ âûïîëíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû ïðè ðàñ÷¼òàõ äëÿ ìàëûõ

çíà÷åíèé λ < 0.005 ÷èñëåííî ðåøàëèñü êîíå÷íûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêîâ âïëîòü äî M = 204 800.

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5
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 1  2  4  8  16  32  64

T
 /

 T
_1

число процессоров

Слабая масштабируемость алгоритма Cluster FFT Intel MKL.

Вектор-блоки по 2^18 на процессор
Вектор-блоки по 2^19 на процессор

Ðèñ. 4.1: Ñëàáàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü àëãîðèòìà äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå. Êëàñòåð ÈÂÌ ÐÀÍ.
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Сильная масштабируемость алгоритма Cluster FFT Intel MKL.

2^19
2^20
2^21
2^22
2^23
2^24

Ðèñ. 4.2: Ñèëüíàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü àëãîðèòìà äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå. Êëàñòåð ÈÂÌ ÐÀÍ.

88



 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  20  40  60  80  100  120  140  160  180  200

п
о
л
н
а
я
 п
л
о
т
н
о
ст
ь

время

C(i,j) = i^(0.75) j^(-0.75) + i^(-0.75) j^(0.75)

lambda = 0.001
lambda = 0.002
lambda = 0.005

lambda = 0.01

Ðèñ. 4.3: Ýâîëþöèÿ ïîëíîé ïëîòíîñòè àãðåãàòîâ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé çà-
äà÷è Êîøè è ðåøåíèé ñ îñöèëëèðóþùåé ïîëíîé ïëîòíîñòüþ àãðåãàòîâ. Íà-
÷àëüíîå óñëîâèå nk0 = 1

10 , k = 1, 10, nk0 = 0, k > 10; ÿäðî C(i, j) =
i0.75j−0.75 + i−0.75j0.75. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷¼òîâ èñïîëüçîâàëñÿ êëàñòåð ÈÂÌ
ÐÀÍ.

Òàáëèöà 4.5: Âðåìÿ òåñòîâîãî ðàñ÷¼òà ïðè M = 409 600, Cij = (i
1
3 +

j
1
3 )2
√

1
i + 1

j , R = 16, t ∈ [0, 1], λ = 10−3, τ = 10−4. Êëàñòåð ÈÂÌ ÐÀÍ.

Âû÷èñëèòåëüíûå óçëû ïî 8 ÿäåð (äâà 4-ÿäåðíûõ ïðîöåññîðà Intel Xeon
X5355@2.66ÃÃö).

×èñëî ÿäåð Âðåìÿ,
ñåê.

Óñêîðåíèå

1 127 106 1.0
2 77 882 1.63
4 41 800 3.04
8 20 576 6.18
16 40 419 3.14
32 30 008 4.24
64 11 317 11.23
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Òàáëèöà 4.6: Âðåìÿ òåñòîâîãî ðàñ÷¼òà ïðè M = 4 194 304 ≡ 222, Cij = 1, R =
1, t ∈ [0, 1], λ = 10−3, τ = 10−3. Ñóïåðêîìïüþòåð Ëîìîíîñîâ.

×èñëî ÿäåð Âðåìÿ,
ñåê.

Óñêîðåíèå

1 4600 1.0
2 2687 1.71
4 1578 3.54
8 1052 4.37
16 675 6.81
32 464 9.91
64 267 17.28
128 185 24.86
256 104 44.23

4.2.3 Èññëåäîâàíèå ìîäåëè íåîáðàòèìîé êîàãóëÿöèè ñ èñòî÷íèêîì

ìîíîìåðîâ

Òåñòîâûå ðàñ÷¼òû ïî ðåøåíèþ óðàâíåíèé ìîäåëè íåîáðàòèìîé êîàãóëÿöèè ñ

èñòî÷íèêîì ìîíîìåðîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 4.4, 4.5. Íà ðèñ. 4.4 ïðåä-

ñòàâëåíû îñöèëëÿöèè ïîëíîé ìàññû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì êèíåòè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé, íàáëþäàåòñÿ ðîñò ïåðèîäà è àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñ ðîñòîì

÷èñëà óðàâíåíèé â ñèñòåìå. Íà ðèñ. 4.5 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ

ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé êîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ àíàëèòè÷åñêèì ñòà-

öèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ÷àñòèö, â øèðîêèõ äèàïàçîíàõ ðàçìåðîâ ÷àñòèö,

÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïîçâîëÿåò ïðèáëèçèòü àíàëèòè÷å-

ñêîå. Òàêæå íà ðèñ. 4.5 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ñõîäèìîñòè åâêëèäîâîé íîðìû

íåâÿçêè äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïî ìåòîäó óêîðåíèÿ Àíäåðñîíà, ñôîð-

ìóëèðîâàííîãî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ñòàöèîíàðíîé ôîðìå çàïèñè ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-

ëè. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëî¼â â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå

ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü ñõîäèìîñòè â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìåòîä ïðîñòîé èòåðà-

öèè (ýêâèâàëåíòíûé ìåòîäó Àíäåðñîíà ñ èñïîëüçîâàíèåì 0 äîïîëíèòåëüíûõ

ñëî¼â) ðàñõîäèòñÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå òîëüêî ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòà-

òàìè ðàáîò [5,15], íî è äîïîëíÿþò èõ íîâûìè ðåçóëüòàòàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ, òàê èç ðèñóíêà 4.4 âèäíî, ÷òî íà ïåðèîä è àìïëèòóäó êîëåáà-
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Ðèñ. 4.5: Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ñòàöèîíàðîâ ñ àíàëèòè÷åñêèì äëÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè íåîáðàòèìîé êîàãóëÿöèè ñ èñòî÷íèêîì ìîíîìåðîâ (ñëåâà).
Ñõîäèìîñòü íîðìû íåâÿçêè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìåòîäà àêñåëåðàöèè Àí-
äåðñîíà â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé(ñïðàâà).

íèé ïîëíîé ìàññû ñèñòåìû îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íå òîëüêî ÷èñëî

óðàâíåíèé â ñèñòåìå, íî è ìîùíîñòü èñòî÷íèêà ìîíîìåðîâ.

Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìåòîäà Àíäåðñîíà äëÿ çàäà÷àõ ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé

215−217 ïðîäåìîíñòðèðîâàíà â òàáëèöå 4.7. Òàê, ïðè èñïîëüçîâàíèè îáû÷íîãî

ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà äëÿ ñèñòåìû èç áîëåå ÷åì 105 íåëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé íàéäåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ãàðàíòèðóþùåå åâêëèäîâó íîðìó íåâÿçêè

ðàâíóþ 10−12 ìåíåå, ÷åì çà äâà ÷àñà. Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷¼òû ïî ïîèñêó ñòà-

öèîíàðíûõ ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì èñõîäíîãî áûñòðîãî ìåòîäà èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïî âðåìåíè íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (ñì. ìåòîä, íàïðèìåð, â [23]) íà

îòðåçîê âðåìåíè t ∈ [0; 400] ñ ÷èñëîì óðàâíåíèé N = 105 ïîòðåáîâàëè áîëåå

4 ñóòîê ðàñ÷¼òíîãî âðåìåíè.
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Èç òàáëèöû 4.7 òàêæå âèäíî, ÷òî âûáîð çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðàm ñóùåñòâåí-

íî âëèÿåò íà âðåìÿ âû÷èñëåíèé. Òàê, íàïðèìåð, ïðè áîëüøåì ÷èñëå èòåðàöèé

â ñëó÷àå N = 32768,m = 5 äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ñ åâêëè-

äîâîé íîðìîé íåâÿçêè, ðàâíîé 10−12, ïîòðåáîâàëîñü ìåíüøå âû÷èñëèòåëüíî-

ãî âðåìåíè, ÷åì â ñëó÷àå N = 32768,m = 10. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíîå

óñêîðåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ èñïîëüçóåìîãî âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè ïî ìåòîäó

Àíäåðñîíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà m (â

îòëè÷èå îò óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëà èòåðàöèé, óâåëè÷è-

âàþùåãîñÿ ñ ðîñòîì m).

Íà ðèñóíêå 4.6 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ñõîäèìîñòè åâêëèäîâîé íîðìû íåâÿç-

êè íåëèíåéíîé ñèñòåìû. Ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ìîäåëè a è ÷èñëà óðàâ-

íåíèé â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ñõîäèìîñòü ìåòîäà Àíäåðñîíà çàìåäëÿåò-

ñÿ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íà âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðàõ ìåòîä ïðîñòîé

èòåðàöèè ðàñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ìåòîäà Àíäåðñîíà âíîñèò ñòàáè-

ëèçàöèþ â ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ïðè ýòîì, åñëè ÷èñëî êîì-

áèíèðóåìûõ ñëî¼â m äîñòàòî÷íî ìàëî (ñì. òàáëèöó 4.7), îêàçûâàåòñÿ òàêæå

íåâîçìîæíûì ïîëó÷èòü ñõîäèìîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïî-

ìîùè ìåòîäà Àíäåðñîíà.

4.2.4 Èññëåäîâàíèå ëîêàëüíîé ìîäåëè ïî÷âåííîé àãðåãàöèè

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ëîêàëüíîé ìîäåëè àãðåãàöèè â ïî÷âåííîì ïðîôèëå

ñ èñïîëüçîâàíèåì áûñòðûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îïèñàííûõ â äàííîé ðàáîòå,

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.8, 4.7. Ïðåäñòàâëåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàç-

ìåðàì ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ ëîêàëüíîé ìîäåëè àãðåãà-

öèè è ìîäåëè ìèêðîáèîëîãè÷åñêîãî öèêëà. Òàê, ñíà÷àëà ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ

ìîäåëè ìèêðîáèîëîãè÷åñêîãî öèêëà, ïîðîæäàþùèå ðàñïðåäåëåíèå óãëåðîäíî-

ãî âåùåñòâà ïî ïðîôèëþ ïî÷âû. Äàëåå, íà îñíîâàíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà ïîðîæäàåòñÿ íàáîð çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèé

ëîêàëüíîé ìîäåëè ïî÷âåííîé àãðåãàöèè ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè ðàñïðå-

äåëåíèÿìè, íî ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà C, âõîäÿùåãî â ôîðìóëû

ÿäåð àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè.

Èòîãîâîå ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì, ñòðîèòñÿ íà îñíîâàíèè óñðåä-

íåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè ñ âåñàìè ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîäåð-
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Ðèñ. 4.6: Ñõîäèìîñòü åâêëèäîâîé íîðìû íåâÿç÷è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìåòîäà
óñêîðåíèÿ Àíäåðñîíà â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà óðàâíåíèé N , êîëè÷åñòâà èñ-
ïîëüçóåìûõ ñëî¼â m è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ìîäåëè a. Ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà
óðàâíåíèé N â ñèñòåìå è ïàðàìåòðà a ðàñò¼ò ðàñò¼ò êîëè÷åñòâî èòåðàöèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ ñõîäèìîñòè.

æàíèþ îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà â ñòàëêèâàþùèõñÿ àãðåãàòàõ. Òàê, íà ðèñ. 4.7

ïðåäñòàâëåíà ýâîëþöèÿ óñðåäí¼ííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî÷âåííûõ àãðåãàòîâ ïî

ðàçìåðàì ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè α = 2, β = 3. Èç

ïðåäñòàâëåííîãî ãðàôèêà âèäíî, ÷òî â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè âîç-

ìîæíî ïîëó÷èòü ñëîæíûå ìíîãîìîäàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàçìå-

ðàì. Íà ðèñ. 4.8 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïî÷âåííûõ àãðåãàòîâ ïî ðàçìå-

ðîì â çàâèñèìîñòè îò ñîäåðæàíèÿ ìèíåðàëüíûõ ïðèìåñåé. Èç ýêñïåðèìåíòîâ

âèäíî, ÷òî ïðè íàñûùåíèè ïî÷âû ìèíåðàëüíûìè ïðèìåñÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

÷àñòèö ðàçìåðàì ñòàíîâÿòñÿ áîëåå óçêèìè.

4.2.5 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ íåïðåðûâíîãî óðàâ-

íåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî

Â òàáëèöå 4.8 ïðåäñòàâëåíû ðàíãè ïðèáëèæåííûõ ñêåëåòíûõ ðàçëîæåíèé

ìàòðèöû çíà÷åíèé áàëëèñòè÷åñêîãî ÿäðà êîàãóëÿöèè, ïîëå÷åííûõ ïðè ïî-

93



Òàáëèöà 4.7: Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìåòîäà àêñåëåðàöèè Àíäåðñîíà ïðè ñõîäè-
ìîñòè ïî åâêëèäîâîé íîðìå íåâÿçêè äî 10−12 ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì ïðèáëè-
æåíèåì âåêòîðà nk.

×èñëî óðàâíå-
íèé

Ïîêàçàòåëü
ÿäðà a

×èñëî
ñëî¼â

×èñëî èòåðà-
öèé

Âðåìÿ âû-
÷èñëåíèé,
ñåê

32 768 0.0 1 ∞ ∞
32 768 0.0 2 1151 6.46
32 768 0.0 5 712 5.61
32 768 0.0 10 641 7.38
32 768 0.0 20 571 11.21
65 536 0.0 1 ∞ ∞
65 536 0.0 2 1492 16.04
65 536 0.0 5 856 13.21
65 536 0.0 10 748 17.63
65 536 0.0 20 713 29.41
131 072 0.0 1 ∞ ∞
131 072 0.0 2 1964 44.93
131 072 0.0 5 1094 34.91
131 072 0.0 10 852 45.34
131 072 0.0 20 866 79.97
131 072 0.1 1 ∞ ∞
131 072 0.1 2 ∞ ∞
131 072 0.1 5 ∞ ∞
131 072 0.1 10 2486 152.21
131 072 0.1 20 1846 188.69
131 072 0.2 1 ∞ ∞
131 072 0.2 2 ∞ ∞
131 072 0.2 5 ∞ ∞
131 072 0.2 10 ∞ ∞
131 072 0.2 20 ∞ ∞
131 072 0.2 50 77 858 16 960.9
131 072 0.2 80 38 477 14 680.1
131 072 0.2 120 8029 5 188.21
131 072 0.2 140 5119 4 070.51
131 072 0.2 150 4252 3 722.89

ìîùè êðåñòîâîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî àëãîðèòìà [47]. Ìàëûå çíà÷åíèÿ ðàíãîâ

ïîëó÷åííûõ ðàçëîæåíèé äëÿ ñåòîê ñ ÷èñëîì óçëîâ îò 200 âïëîòü äî 3 276 800

õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ äîêàçàííîé âûøå òåîðåìîé è ïîäòâåðæäàþò âîçìîæ-
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Ðèñ. 4.7: Ýâîëþöèÿ óñðåäíåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ àãðåãàòîâ ïî ðàçìåðàì äëÿ
ëîêàëüíîé ìîäåëè ïî÷âåííîé àãðåãàöèè â òåðìèíàõ ìàññîâîé êîíöåíòðàöèè.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò íàáëþäàòü ñëîæíûå áè-ìîäàëüíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì. Ôîðìàëüíàÿ áåçðàçìåðíàÿ íàñûùåííîñòü
ïî÷âû ìèíåðàëüíûìè âåùåñòâàìè óñòàíîâëåíà ðàâíîé 2.

íîñòü ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé ìåòîäîëîãèè.

Íà ðèñóíêå 4.9 è â òàáëèöàõ 4.10 , 4.11 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïîëó÷åí-

íîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò èçâåñòíîå àíàëèòè÷åñêîå ðå-

øåíèå çàäà÷è Êîøè äë óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ êîíñòàíòíûì ÿäðîì è

íà÷àëüíûì óñëîâèåì n(v, t = 0) = e−v. Èç ïðîäåìîíñòðèðîâàííûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî íîâàÿ ìåòîäîëîãèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ÷èñëåííîå

ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áåç ïîòåðè òî÷íîñòè â ñðàâíåíèè ñ èñõîä-

íîé ñõåìîé ïðåäèêòîð-êîððåêòîð. Òàêæå ìû íàáëþäàåì, ÷òî íîâûé ìåòîä

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ãîðàçäî ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ,

÷åì ìåòîä Ìîíòå Êàðëî èç ðàáîòû [17]. Èòîãîâîå ñðàâíåíèå íîâîé ìåòîäîëî-

ãèè è ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðîñòà âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè â

çàâèñèìîñòè îò òî÷íîñòè ðàñ÷¼òà ïðèâåäåíî íà ðèñ. 4.16.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ áàëëèñòè÷åñêèì ÿäðîì è íà÷àëüíûì óñëîâèåì n(v, t =

0) = e−v ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.10, 4.11. Ìû íàáëþäàåì ñîãëàñîâàííîñòü ðå-

øåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ íîâîãî ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â äàííîé ðàáî-

òå ñ ðåøåíèåì, ïîñòðîåííûì ïðè ïîìîùè ñòîõàñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà èç [17].
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Ðèñ. 4.8: Âëèÿíèå ñîäåðæàíèÿ óãëåðîäà íà ðàñïðåäåëåíèÿ ïî÷âåííûõ àãðå-
ãàòîâ ïî ðàçìåðàì. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ íàñûùåííîñòè ïî÷âåííîãî ïðîôèëÿ
ìèíåðàëàìè ìû ïîëó÷àåì áîëåå �óçêèå� ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì.

Èç ðèñ. 4.10 ìû òàêæå íàáëþäàåì, ÷òî ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå ñ

ïîìîùüþ íàøåãî àëãîðèòìà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà Vmax îòëè-

÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ðåøåíèÿ àëãîðèòìà [17] ñ òàêèìè

æå ðàçëè÷èÿìè ïàðàìåòðà Vmax, èñïîëüçóåìîãî â êà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíèöû

ïîñòðîåíèÿ ãèñòîãðàìû ïî àíñàìáëþ ÷àñòèö. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïî-

ëàãàòü, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäîëîãèÿ èìååò ëó÷øóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà Vmax, ÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ìîíòå

Êàðëî èç ðàáîòû [17].

Â òàáëèöàõ 4.9 - 4.11 ìû ïðåäñòàâëÿåì áîëåå ïîäðîáíîå ñîïîñòàâëåíèå ðå-

çóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñëåííûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îäíîêîìíîíåíòíîãî íåïðåðûâíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêî-

ãî. Òàêèì îáðàçîì, íå òîëüêî â òåîðèè, íî è íà ïðàêòèêå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî

óñêîðåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ìåòîäîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé â ïðèìåíåíèè ê

çàäà÷àì ñî ñëîæíûìè ÿäðàìè êîàãóëÿöèè. Òåì íå ìåíåå îòìåòèì, ÷òî ïðåäëî-

æåííàÿ ìåòîäîëîãèÿ ìîæåò áûòü ìåíåå ýôôåêòèâíîé â ñðàâíåíèè ñ èñõîäíîé

ðàçíîñòíîé, åñëè ÷èñëî óçëîâ â ñåòêå îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ äàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìû ïîëüçîâàëèñü

ïðîöåññîðîì Intel Core i5-3330S @ 2.70GHz.
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Ðèñ. 4.9: Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â ìîìåíò âðåìåíè t = 10, ïîñòðîåí-
íûõ ñ ïîìîùüþ íîâîãî ìåòîäà (ñ ïàðàìåòðàìè Vmin = 0.05, Vmax = 200, N =
2000, h = 0.1, τ = 0.1) è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî [17] (ñ 104 ÷àñòè-
öàìè) ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì äëÿ çàäà÷è Êîøè ñ êîíñòàíòíûì ÿäðîì è
íà÷àëüíûì óñëîâèåì n0(v) = e−v.

4.3 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ

ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé

Â òàáëèöå 4.17 ïðåäñòàâëåíû ìàêñèìàëüíûå ÒÒ-ðàíãè ïðèáëèæ¼ííûõ ÒÒ-

ðàçëîæåíèé ÿäåð ìíîêîìïîíåíòíîé êîàãóëÿöèè êîàãóëÿöèè ñ ïîìîùüþ ÒÒ-

êðåñòîâîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî àëãîðèòìà. Ïðåäñòàâëåííûå ðàíãè ïîëíîñòüþ

ñîãëàñóþòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè, äîêàçàííûìè âûøå â äàííîé ðàáîòå.

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 4.12, ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî àíà-

ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìî-

ëóõîâñêîãî ìîæíî õîðîøî ïðèáëèçèòü ñ ïîìîùüþ ìàëîðàíãîâûõ ðàçëîæåíèé

íå òîëüêî â òåîðèè, íî è íà ïðàêòèêå.

Íà ðèñ. 4.12, 4.13 ìû äåìîíñòðèðóåì äèíàìèêó ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè

äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìëîóõîâñêîãî â òåðìèíàõ ôóíêöèè ìàññîâîé êîíöåíòðàöèè

÷àñòèö è íàáëþäàåì ôèçè÷åñêè êîððåêòíîå ïîâåäåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé.

Â òàáëèöàõ 4.12, 4.16 ìû äåìîíñòðèðóåì ïðîèçâîäèòåëüíîñòü áûñòðîãî ìå-

òîäà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè ÒÒ-ðàçëîæåíèé â ñðàâíåíèè ñ èñõîäíîé

ñõåìîé ïðåäèêòîð-êîððåêòîð. Ìû íàáëþäàåì êà÷åñòâåííîå óñêîðåíèå èñõîä-
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Ðèñ. 4.10: Ñîïîñòàâëåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ áàëëèñòè÷åñêèì ÿäðîì â ìîìåíò âðåìåíè t = 10 è
íà÷àëüíûì óñëîâèåì n0(v) = e−v, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ íîâîãî ìåòî-
äà è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî ñ 104 ÷àñòèö. Ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâ-
íûõ ëèíèé ïðåäñòàâëåíû ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ íîâîãî ìåòî-
äà ñ ïàðàìåòðàìè Vmax = 500, Vmin = 0.05, h = 0.1, N = 5000, τ = 0.1 è
Vmax = 200, Vmin = 0.05, h = 0.1, N = 2000, τ = 0.1. Òî÷êàìè ïðåäñòàâëå-
íû ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ìåòîäà 104 ñ âåðõíèìè ãðàíèöàìè ïîñòðîåíèÿ
ãèñòîãðàì Vmax = 500 è Vmax = 200.

íîé ðàçíîñòíîé ìåòîäîëîãèè áåç ïîòåðè òî÷íîñòè. Âû÷èñëåíèÿ çàíèìàâøèå

íåñêîëüêî ñóòîê ïðè èñïîëüçîâàíèè èñõîäíîé ñõåìû, òåïåðü ìîæíî âûïîë-

íèòü çà 1-2 ÷àñà. Òàêîå óñêîðåíèå ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî êëàññè÷åñêèå

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîãóò áûòü óñïåøíî ïðèìåíåíû äëÿ ðåøåíèÿ çà-

äà÷ Êîøè äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî.

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû èç òàáëèö 4.13, 4.12, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ìåòîäî-

ëîãèÿ Ìîíòå Êàðëî ÿâëÿåòñÿ áîëåå áûñòðîé â ñëó÷àå åñëè íåîáõîäèìî ïðî-

èçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 1-2%, â òî âðåìÿ êàê ÒÒ-ìåòîä

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ â 10-100 ðàç, ïðåâûøà-

þùåé òî÷íîñòü ìåòîäîâ Ìîíòå Êàðëî. Äîïîëíèòåëüíûì ïðåèìóùåñòâî ÒÒ-

ìåòîäîëîãèè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåðåíèÿ îøèáîê ÷èñëåííûõ ðåøåíèé

â ñèëüíûõ íîðìàõ (íàïðèìåð, â íîðìå Ôðîáåíèóñà), ÷òî ïðàêòè÷åñêè íåâîç-

ìîæíî äëÿ ìåòîäîâ Ìîíòå Êàðëî äàæå ñ èñïîëüçîâàíèåì 106 èëè 107 ÷àñòèö.

Íàïðèìåð, äàæå â ñëó÷àå äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî äëÿ
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Ðèñ. 4.11: Ñîïîñòàâëåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
Ñìîëóõîâñêîãî ñ áàëëèñòè÷åñêèì ÿäðîì è íà÷àëüíûì óñëîâèåì n0(v) = e−v

â ìîìåíò âðåìåíè t = 10 ñ ïàðàìåòðàìè Vmin = 0.05, Vmax = 500, ïîñòðîåí-
íûõ ñ ïîìîùüþ íîâîé ìåòîäîëîãèè è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî ñ 104

÷àñòèöàìè.

ðàçìåùåíèÿ ãèñòîãðàììû íà ñåòêó èç ëèøü 1000 × 1000 óçëîâ íå êàæäîìó

óçëó ìîæíî áóäåò ñîïîñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîïóëÿöèþ ÷àñòèö èñïîëü-

çóåìîãî àíñàìáëÿ. Â òî æå âðåìÿ, ìåòîäû Ìîíòå Êàðëî ïîçâîëÿþò âû÷èñ-

ëÿòü ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö íà åäèíèöó îáú¼ìà ñðåäû ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé

òî÷íîñòüþ, è íà ðèñ. 4.14 ìû äåìîíñòðèðóåì, ÷òî îáå òåñòèðóåìûå ìåòîäî-

ëîãèè ñòðîÿò äàííóþ õàðàêòåðèñòèêó ñîãëàñîâàííî äðóã ñ äðóãîì. Îäíàêî,

ïðîâåðêà ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðè ïîìîùè ïðîâåðêè ïîëíîãî ÷èñ-

ëà ÷àñòèö íà åäèíèöó îáú¼ìà ñðåäû íå ÿâëÿåòñÿ íàä¼æíîé òåõíèêîé, òàê êàê

âîîáùå ãîâîðÿ, äàííàÿ èíòåãðàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà íå îáÿçûâàåò ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî îáú¼ìàì áûòü áëèçêèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî

óòâåðæäàòü, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ìåòîäîëîãèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÒÒ-ðàçëîæåíèé

ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé áîëåå ïåäàíòè÷íî, ÷åì ìå-

òîäû Ìîíòå Êàðëî.

Èç òàáëèö 4.16 è 4.14 ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ÒÒ-ìåòîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü

÷èñëåííûå ðåøåíèÿ, ñîãëàñîâàííûå ñ ðåçóëüòàòàìè ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî â

ñëó÷àÿõ áåç èçâåñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Òàê, äàæå ñëîæíûå âû÷èñ-

ëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà ìíîãîêîìïîíåíòíîé êî-
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Òàáëèöà 4.8: ×èñëåííûå îöåíêè ðàíãîâ ñêåëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ áàëëèñòè÷å-
ñêîãî ÿäðà êîàãóëÿöèè ïðè ïîìîùè êðåñòîâîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî àëãîðèò-
ìà [47] ïðè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ 10−6

×èñëî óçëîâ ïî íàïðàâëåíèÿì Ðàíã
200 9
400 10
800 11
1 600 12
3 200 13
6400 14
12 800 14
25 600 14
51 200 16
102 400 17
204 800 17
409 600 17
819 200 17
1 638 400 17
3 276 800 17

Òàáëèöà 4.9: Ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ áàëëèñòè÷åñêèì ÿäðî íà îòðåçêå
âðåìåíè t ∈ [0, 10]. Íîâûé ìåòîä òåñòèðîâàëñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
Vmin = 0.05, h = 0.1, τ = 0.1, ìåòîä Ìîíòå Êàðëî èç ðàáîòû [17] òåñòèðîâàëñÿ
ñ 104 è ðîñòîì ïàðàìåòðà Vmax.

Vmax N Ïðåäèêòîð-
êîððåêòîð,
ñåê

Íîâûé ìåòîä,
ñåê

Ìåòîä èç
[17], ñåê

100 1000 115.09 0.55 526.68
200 2000 459.46 1.29 526.68
500 5000 2877.71 5.35 526.68

àãóëÿöèè ìîæíî ïðîèçâîäèòü çà ñîïîñòàâèìûå (èëè äàæå ìåíüøèå) âðåìåíà

â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ Ìîíòå Êàðëî.

Èç òàáëèöû 4.15 âèäíî, ÷òî ÒÒ-ìåòîäîëîãèÿ ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü âû÷èñ-

ëåíèÿ â ñëó÷àå çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ áîëüøèì ÷èñëîì
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Òàáëèöà 4.10: Ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè è òî÷íîñòè ðåøåíèé ìåæäó ñõå-
ìîé ïðåäèêòîð-êîððåêòîð è íîâûì áûñòðûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ êîíñòàíòíûì ÿäðîì è íà÷àëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì n0(v) = e−v íà îòðåçêå âðåìåíè t ∈ [0, 10] ñ
ïàðàìåòðîì Vmax = 100

τ N Ïðåäèêòîð-
êîððåêòîð, ñåê

Íîâûé ìåòîä,
ñåê

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-
íîñòü â íîðìå L2

0.3 300 0.006 0.05 1.42 10−2

0.1 1000 0.15 0.31 1.2 10−3

0.1 5000 3.99 0.16 9.6 10−4

0.05 10 000 33.53 2.04 2.3 10−4

0.01 10 000 168.08 9.85 1.01 10−5

Òàáëèöà 4.11: Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâ-
ñêîãî ñ êîíñòàíòíûì ÿäðîì è íà÷àëüíûì óñëîâèåì n0(v) = e−v íà îòðåçêå
âðåìåíè t ∈ [0, 10] ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî èç ðàáîòû [17].

N ÷àñòèö âðåìÿ, ñåê Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â íîðìå L2

125 000 34.61 2.59 10−2

250 000 95.31 1.82 10−2

500 000 423.34 1.48 10−2

1 000 000 1161.43 1.42 10−2

êîìïîíåíò. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäîëîãèÿ ìîæåò ðàáîòàòü

ìåäëåííåå ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, åñëè ÷èñëî óçëîâ â èñïîëüçóåìîé îáú-

¼ìíîé ñåòêå � äîñòàòî÷íî ìàëî, à âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ÿäðà êîàãóëÿöèè â óç-

ëàõ ñåòêè íå òðåáóåò áîëüøîãî ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (íàïðèìåð,

â ñëó÷àå çàäà÷ ñ êîíñòàíòíûì ÿäðîì).

Íà ðèñ. 4.15 äåìîíñòðèðóåòñÿ ñîïîñòàâëåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è

Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñîêãî ñ êîíñòàíòíûì ÿä-

ðîì è ñòîêîì ÷àñòèö, ïðåâûøàþùèõ ðàçìåð Vmax = 20 ïðè ìîùíîñòè èñòî÷-

íèêà

J(v1, . . . , vd) = exp(−(v1 + . . . vd))

ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè áåç èñòî÷íèêîâ
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è ñòîêîâ ÷àñòèö. Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòîâ íàáëþäàåòñÿ ÷èñëåííàÿ ñõî-

äèìîñòü ðåøåíèé ìíîãîìåðíîé ìîäåëè ñ èñòî÷íèêàìè è ñòîêàìè ÷àñòèö áåç

ñóùåñòâåííîãî ðîñòà ÒÒ-ðàíãîâ ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåííàÿ ìå-

òîäîëîãèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ìîæåò áûòü

ýôôåêòèâíîé äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ êî-

àãóëÿöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà.

Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìû ïîëüçîâàëèñü ïðîöåñ-

ñîðîì Intel Core i5-3330S @ 2.70GHz è python ðåàëèçàöåé áèáëèîòåêè ðàáîòû

ñ òåíçîðàìè â ÒÒ-ôîðìàòå TT-Toolbox [88].

Òàáëèöà 4.12: Ýôôåêòèâíîñòü è òî÷íîñòü íîâîãî ìåòîäà â ñðàâíåíèè ñ ïðÿìîé
ðåàëèçàöèåé èñõîäíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð â ñëó÷àå çàäà-
÷è Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ êîíñòàíòíûì
ÿäðîì è èçâåñòíûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì íà îòðåçêå âðåìåíè t ∈ [0; 10].

N Vmax τ îòí. ïîãð.
â || · ||F

îòí. ïîãð.
N(t)

ðàíã ðå-
øåíèÿ
R

TT-ìåòîä,
ñåê

ïðÿìîé
ìåòîä, ñåê

100 10 0.1 1.4e-1 1.2e-1 7 135 24
200 20 0.1 2e-2 3e-2 9 210 332
500 50 0.1 2.3e-3 4.6e-4 12 462 12 225
1000 100 0.1 2.2e-3 1.6e-4 13 1024 215 580
2000 100 0.05 5e-4 9.41e-5 13 2492 �
4000 100 0.025 2e-4 1.2e-5 13 9614 �

Òàáëèöà 4.13: Ýôôåêòèâíîñòü è òî÷íîñòü ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî â ñëó÷àå çà-
äà÷è Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ êîíñòàíòíûì
ÿäðîì è èçâåñòíûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì íà îòðåçêå âðåìåíè t ∈ [0; 10].

N ÷àñòèö âðåìÿ, ñåê îòí. ïîãð. N(t)
2 000 0.45 5.2e-2
5 000 1.16 2.7e-2
10 000 3.8 2.5e-2
25 000 6.23 2.3e-2
100 000 36 1.8e-2
250 000 86 1.4e-2
1 000 000 451 1.7e-2
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Òàáëèöà 4.14: Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî â
ñëó÷àå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâ-
íåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ áàëëèñòè÷åñêèì ÿäðîì K(u; v) =(

(
∑d

i=1 ui)
1/3 + (

∑d
i=1 vi)

1/3
)2√

1/(
∑d

i=1 vi) + 1/(
∑d

i=1 vi) íà îòðåçêå âðå-

ìåíè t ∈ [0; 1].

N ÷àñòèö âðåìÿ, ñåê N(t = 1.0)
5 000 19 0.189
10 000 31 0.1904
25 000 443 0.1873
50 000 522 0.1887
100 000 1213 0.19
250 000 4925 0.1895
500 000 14 170 0.1891
1 000 000 45 979 0.1897

Òàáëèöà 4.15: Ñðàâíåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ÒÒ-ìåòîäà è ìåòîäà Ìîíòå
Êàðëî ñ 106 ÷àñòèöàìè â ñëó÷àå çàäà÷ Êîøè äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî óðàâ-
íåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî âûñîêîé ðàçìåðíîñòè íà îòðåçêå âðåìåíè t ∈ [0, 1].

N Vmax τ d ðàíã ðå-
øåíèÿ R

TT-
ìåòîä,
ñåê

TT-ìåòîä,
N(t = 1)

Ìîíòå
Êàðëî,
ñåê

Ìîíòå
Êàðëî,
N(t = 1)

100 10 0.1 3 6 36 0.6632 689 0.6466
200 20 0.1 3 6 52 0.6651
400 40 0.1 3 6 86 0.665
800 40 0.053 7 312 0.6637
100 10 0.1 4 15 96 0.6151 1173 0.6406
200 20 0.1 4 14 131 0.6225
400 40 0.1 4 12 240 0.6569
800 40 0.054 12 1014 0.6563
100 10 0.1 5 13 166 0.651 2304 0.6324
200 20 0.1 5 19 291 0.6102
400 40 0.1 5 17 542 0.622
800 40 0.055 14 1678 0.6333
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Òàáëèöà 4.16: Ñðàâíåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè íîâîãî ìåòîäà ñ ïðÿìîé ðåàëè-
àöèåé ñõåìû ïðåäèêòîð êîððåêòîð â ñëó÷àå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äâóõ-
êîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ áàëëèñòè÷åñêèì ÿäðîì K(u; v) =(

(
∑d

i=1 ui)
1/3 + (

∑d
i=1 vi)

1/3
)2√

1/(
∑d

i=1 vi) + 1/(
∑d

i=1 vi) íà îòðåçêå âðåìå-

íåè t ∈ [0, 1] ïðè øàãå ïî âðåìåíè τ = 0.05.

N Vmax Ïîëíàÿ ïëîòíîñòü
ïðè t = 1.0

Ðàíã ðå-
øåíèÿ

ÒÒ-ìåòîä, ñåê ïðÿìîé ìå-
òîä, ñåê

100 10 0.1847 12 212 1 684
200 20 0.1922 14 290 22 511
400 100 0.1943 15 403 425 182
800 200 0.1942 15 670 �
1600 200 0.1945 15 1561 �
3200 200 0.1944 18 2828 �
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Ðèñ. 4.12: ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíå-
íèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ êîíñòàíòíûì ÿäðîìâ òåðìèíàõ ìàññîâîé êîíöåíòðàöèè
(v1 + v2)n(v1, v2, t), ïîñòðîåííîå ïðè ïîìîùè íîâîãî ìåòîäà äëÿ â ìîìåíòû
âðåìåíè t = 1, 5, 10. Ïèê ìàññîâîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ñìåùàåòñÿ â íàïðàâ-
ëåíèè áîëåå êðóïíûõ ÷àñòèö. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøåàåò 2%
â íîðìå || · ||F .
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Òàáëèöà 4.17: ÒÒ-ðàíãè ÿäåð êîàãóëÿöèè, ðàññìîòðåííûõ â äàííîé ðàáîòå.
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå d-êîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ êîàãóëÿöèè, ÿäðà êîàãó-
ëÿöèè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âäâîå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïàðàìåòð ñõîäèìî-
ñòè ÒÒ-êðåñòîâîãî ìåòîäà ðàâåí 10−6 ïî íîðìå || · ||F , ðàçìåðû ôèçè÷åñêèõ
ìîä ìàññèâîâ óñòàíîâëåíû N = 104 âî âñåõ òåñòàõ.

Vmax d ßäðî max TT-rank
R

100 2 17

1000 2 (
∑d

i=1 ui)
ν(
∑d

i=1 vi)
µ + (

∑d
i=1 ui)

µ(
∑d

i=1 vi)
ν, 19

1000 3 ν = 0.25, µ = −0.25 19
1000 4 20
1000 5 20
100 2 19

1000 2 (
∑d

i=1 ui)
ν(
∑d

i=1 vi)
µ + (

∑d
i=1 ui)

µ(
∑d

i=1 vi)
ν, 19

1000 3 ν = 0.75, µ = −0.75 20
1000 4 21
1000 5 23
100 2 19

100 3
(

(
∑d

i=1 ui)
1/3 + (

∑d
i=1 vi)

1/3
)2
×√

1∑d
i=1 vi

+ 1∑d
i=1 vi

20

100 4 22
100 5 22
1000 2 19
1000 3 21
1000 4 23
1000 5 23
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(v_1 + v_2) * n(v_1, v_2, t) 
 t = 0.05
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Ðèñ. 4.13: ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíî-
ãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ áàëëèñòè÷åñêèì ÿäðîì K(u; v) =(

(
∑2

i=1 ui)
1/3 + (

∑2
i=1 vi)

1/3
)2√

1/(
∑2

i=1 vi) + 1/(
∑2

i=1 vi) â òåðìèíàõ ìàññî-

âîé êîíöåíòðàöèè (v1 + v2)n(v1, v2, t), ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ íîâîãî ìåòîäà
â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0.05, 0.5, 1. Ìû íàáëþäàåì ãîðàçäî áîëåå áûñòðóþ
äèíàìèêó ïðîöåññà êîàãóëÿöèè, ÷åì â ñëó÷àå êîíñòàíòíîãî ÿäðà.
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Ðèñ. 4.14: Ñõîäèìîñòü íîâîãî ìåòîäà â òåðìèíàõ ïîëíîé ïëîò-
íîñòè ÷àñòèöN(t) =

∫∞
0

∫∞
0 n(v, t)du1du2 â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäîì

Ìîíòå Êàðëî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíî-
ãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ áàëëèñòè÷åñêèì ÿäðîì K(u; v) =(

(
∑2

i=1 ui)
1/3 + (

∑2
i=1 vi)

1/3
)2√

1/(
∑2

i=1 vi) + 1/(
∑2

i=1 vi) íà îòðåçêå âðå-

ìåíè t ∈ [0.3; 1] (ñëåâà). Ñõîäèìîñòü íîâîãî ìåòîäà è ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî
â ñðàâíåíèè ñ òî÷íîé ôîðìóëîé ïîëíîé ïëîòíîñòè ÷àñòèö â ñëó÷àå çàäà÷è
Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ êîíñòàíòíûì
ÿäðîì íà îòðåçêå âðåìåíè t ∈ [5; 10] (ñïðàâà). Íàáëþäàåòñÿ ñîãëàñîâàííîñòü
÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ ìåòîäîëîãèé.

106



(v_1 + v_2) * n(v_1, v_2, t) 
 t = 10.00
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Ðèñ. 4.15: ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ
êîíñòàíòíûì ÿäðîì â ìîìåíò âðåìåíè t = 10.0 áåç èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ (ñëå-
âà) è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ òåì æå ÿäðîì, íî
ñ èñòî÷íèêîì è ñòîêîì ÷àñòèö (ñïðàâà). Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è íå ïðåâûøàåò 2%.
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Ðèñ. 4.16: Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â òåðìèíàõ ïîëíîé ïëîòíîñòè è âû÷èñ-
ëèòåëüíîå âðåìÿ ÒÒ-ìåòîäà â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäîàì Ìîíòå Êàðëî â ñëó÷àå
çàäà÷è Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ êîíñòàíò-
íûì ÿäðîì è èçâåñòíûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì.
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Çàêëþ÷åíèå

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ è ïîñòðîåíèþ ýôôåêòèâ-

íûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðî-

öåññîâ àãðåãàöèè è ôðàãìåíòàöèè òèïà óðàâíåíèé Ñìîëóõîâñêîãî. Îñíîâíîé

ðåçóëüòàò ðàáîòû: ïðåäëîæåíû è îáîñíîâàíû íîâûå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ êîàãóëÿ-

öèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà è ðåàëèçîâàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, çàïèñàííûõ â êëàññå óðàâíåíèé

Ñìîëóõîâñêîãî. Êðîìå òîãî ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû

• Ïðåäëîæåíû áûñòðûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ è

íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé àãðåãàöèè è äðîáëåíèÿ îäíîêîìïîíåíòíîãî âå-

ùåñòâà.

• Ïðåäëîæåíà è ïðîòåñòèðîâàíà ýôôåêòèâíàÿ ñõåìà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ

ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îäíîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé.

• Ïðåäëîæåíû áûñòðûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåïðåðûâíîãî

ìíîãîêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ èñòî÷íèêàìè è ñòî-

êàìè ÷àñòèö.

• Ïðåäëîæåí áûñòðûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííûõ îä-

íîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé â ñòàöèîíàðíîì âèäå.

• Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàíãîâ ôóíêöèé ÿäåð êîàãóëÿöèè: êîíñòàíòíîãî, àä-

äèòèâíîãî, ìóëüòèïëèêàòèâíîãî, áàëëèñòè÷åñêîãî, îáîáù¼ííîãî ÿäðà óìíî-

æåíèÿ.

• Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàíãîâ îäíîãî êëàññà àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷

Êîøè äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ñ êîíñòàíòíûì

ÿäðîì.
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• Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ñîïîñòàâëåíà ñ ïðîèçâîäèòåëü-

íîñòüþ êëàññè÷åñêîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð è ñ ïðî-

èçâîäèòåëüíîñòüþ ñòîõàñòè÷åñêîé ìåòîäîëîãèè.

Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è êîìïëåêñ ïðîãðàìì çíà÷èòåëüíî

ðàñøèðÿþò êëàññ ðåøàåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé àãðåãàöèè è äðîáëåíèÿ

âåùåñòâà, à òàêæå ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ðîáàñòíîñòü è òî÷íîñòü

ðàñ÷¼òîâ. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â äàííîé ðàáîòå,

ìîæíî ïîñòðîèòü íîâûé êëàññ ýôôåêòèâíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìîäåëåé êîàãóëÿöèè è äðîáëåíèÿ âåùåñòâà â ñòàöè-

îíàðíîé ôîðìå, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ èòåðàöèè êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ

â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìàëîðàíãîâûõ òåíçîðíûõ ðàçëîæåíèé.
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