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Рациональные функции, допускающие двойные
разложения

А. Б. Богатырёв

Дж. Ритт [1] исследовал структуру множества комплексных многочленов по отношению к ком-
позиции. Многочлен P(x) называется неразложимым, если представление P= P1 ◦ P2 возможно
только в случае, когда P1 или P2 является линейной функцией. Разложение P= P1 ◦ P2 ◦‌ ◦ Pr
называют максимальным, если все Pj являются неразложимыми многочленами, отличными
от линейных. Ритт доказал, что любые два максимальных разложения одного и того же мно-
гочлена имеют одну длину r, одно и то же (неупорядоченное) множество {deg(Pj )} степеней
композиционных множителей и могут быть связаны конечной цепочкой преобразований, каж-
дое из которых состоит в замене левой части следующего двойного разложения

R1 ◦R2 = R3 ◦R4 (1)

на его правую часть. Решениями последнего функционального уравнения являются неразложи-
мые многочлены степени, большей чем один, и все они были явно перечислены Риттом.

Аналоги теории Ритта для рациональных функций к настоящему времени построены лишь
для нескольких частных классов упомянутых функций, скажем для многочленов Лорана [2]. В
данной заметке мы опишем определенный класс двойных разложений (1) с рациональными
функциями R j (x) степени больше чем один. По существу, описанные ниже рациональные функ-
ции были открыты Е. И. Золотарёвым как решения некоторой оптимизационной задачи [4, 5].
Свойство двойного разложения для этих функций оставалось, однако, малоизвестным из-за их
неудачного параметрического представления. Ниже мы даём (возможно, новое) представление
для золотарёвских дробей, напоминающее известное представление для многочленов Чебышё-
ва. Последние являются, кстати, специальным предельным случаем дробей Золотарёва.
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§ 1. Дроби Золотарёва и их композиционное свойство

Чисто мнимый параметр τ∈ iR+ определяет прямоугольник Π(τ) размера
2×|τ|:

Π(τ) := {u ∈ C: |Re u| ¶ 1, 0 ¶ Im u ¶ |τ|}.

Конформное отображение xτ(u) этого прямоугольника на верхнюю полу-
плоскость, сохраняющее неподвижными три точки u=±1, 0, имеет следую-
щий простой вид:

xτ(u) = sn(K(τ)u|τ)
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в терминах эллиптического синуса sn и полного эллиптического интеграла
K. Из принципа отражений для конформного отображения можно легко вы-
вести, что параметрическое представление:

R(u) := xτ(u); x(u) := xnτ(u), u ∈ C, n ∈ N,

определяет рациональную функцию R степени n от аргумента x и парамет-
рически зависящую от τ:

Zn(x|τ) := R(u(x)) = xτ ◦ x−1
nτ .

Эта рациональная функция известна как дробь Золотарёва. Непосредственно
из определения следует, что золотарёвские дроби удовлетворяют следующе-
му композиционному свойству:

Zmn(x|τ) = Zm(Zn(x|mτ)|τ), m, n ∈ N. (2)

Когда параметр τ стремится к нулю, подправленные с помощью подходящих
дробно-линейных преобразований дроби Золотарёва переходят в классиче-
ские многочлены Чебышёва и классическое свойство композиции многочле-
нов Чебышёва проявляется как следствие вышеприведенной формулы (2).
Меняя местами n и m в формуле (2), мы замечаем, что дроби Золотарёва
составных степеней обладают двойными композиционными разложениям
вида (1). Мы обобщаем эту конструкцию в следующем разделе.

§ 2. Построение

Пусть L — решётка ранга два в плоскости комплексного переменного u.
Группу сдвигов плоскости на элементы этой решётки обозначим той же бук-
вой L. Обозначим L+ расширение группы L элементом порядка два, соответ-
ствующим преобразованию u→−u. Расширенная группа действует разрыв-
но на комплексной плоскости, так что пространство орбит хорошо определе-
но и имеет естественную комплексную структуру

C/L+ = CP1.

На этой сфере Римана можно ввести глобальную координату, скажем

x(u) = ℘(u|L) := u−2+
∑

06=v∈L
((u− v)−2− v−2), u ∈ C.

Традиционно в качестве второго аргумента функции Вейерштрасса исполь-
зуют (какой-либо) базис в решётке L, хотя функция зависит только от самой
решётки в целом.

Если наша решётка L содержит подрешётку полного ранга L•, то соответ-
ствующая расширенная группа L+• будет подгруппой в L+, а значит, всякая
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орбита группы L+• содержится в некоторой орбите группы L+. Тем самым
возникает голоморфное отображение одной сферы на другую:

C/L+• → C/L+, (3)

которое можно отождествить с рациональной функцией, коль скоро мы фик-
сируем глобальную комплексную координату на каждой сфере. Так мы полу-
чаем задаваемую параметрически рациональную функцию RL:L•(x) степени
|L : L•|:

RL:L•(x•(u)) := x(u), x•(u) := ℘(u|L•), (4)

которая является общим видом рациональных функций с числом экстремаль-
ности g= 1 в терминологии [6]. Чтобы получить золотарёвскую дробь мо-
дуля τ ∈ iR+, нужно взять решётку L= SpanZ{4, 2τ} и её подрешётку L• =
= SpanZ{4, 2nτ}. Тогда RL:L•(x) совпадает с Zn(x|τ) с точностью до норми-
ровки (т. е. пре- и посткомпозиции с дробно-линейными функциями).

Предположим, что у нас есть две подрешётки полного ранга L• и L◦ в ре-
шётке L. Их пересечение L•◦ := L• ∩ L◦ есть подрешётка полного ранга как в
L•, так и в L◦. Действительно, L•◦ содержит подрешётку |L : L•||L : L◦| L полного
ранга. В этих условиях имеет место двойное разложение:

RL:L•◦ = RL:L• ◦RL•:L•◦ = RL:L◦ ◦RL◦:L•◦ . (5)

Не все соотношения вида (5) независимы. Ниже мы покажем, что про-
извольное двойное разложение (5) следует из таких же соотношений для
подрешёток L•, L◦ простых индексов в L.

§ 3. Подрешётки простого индекса

Если задан базис решётки L, то базис её подрешётки L• получается при
помощи целочисленной матрицы Q размера 2×2. Другой выбор базисов при-
водит к умножению Q на обратимые целочисленные матрицы (т. е. с опреде-
лителем ±1) слева и справа. Индекс подрешётки L• в решётке L обозначают
|L : L•| и полагают равным |det Q|; он независим от выбора базисов в решётке
и её подрешётке. Если задана последовательность подрешёток L⊃ L•⊃ L••, их
индексы удовлетворяют цепному правилу: |L : L••|= |L : L•||L• : L••|.

Лемма 1. Любая подрешётка L• простого индекса p в L имеет следующее
представление:

L• = SpanZ{pL, e}, (6)

где e — произвольный элемент из L• \ pL. Обратно, правая часть (6) есть под-
решётка простого индекса p в L, если e 6∈ pL.

Доказательство. Пусть матрица Q∈GL2(Z) переводит базис L в базис L•.
Матрица (det Q) ·Q−1 целочисленна и, следовательно, L• содержит подрешёт-
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ку pL индекса p=det Q. Рассмотрим цепочку подрешёток

pL ⊂ SpanZ{pL, e} ⊂ L•.

Простой индекс p= |L• : pL| равен произведению индексов |L• : Span{‌}| и
|Span{‌} : pL|, следовательно, один из них равен единице. Другими словами,
средняя решётка в цепочке совпадает либо с левой, либо с правой решёткой.
Выбор элемента e говорит нам, что средняя решётка цепочки строго больше,
чем pL.

Следствие 1. Пусть L• 6= L◦ — две подрешётки в L одного и того же просто-
го индекса p. Тогда L•∩ L◦= pL.

Доказательство. Всякая подрешётка в L индекса p содержит pL. Если пе-
ресечение L• ∩ L◦ содержит хотя бы один элемент e 6∈ pL, то каждую из двух
подрешёток можно восстановить по формуле (6) и, следовательно, они сов-
падают.

Следствие 2. Пусть L• и L◦ — две подрешётки в L с различными простыми
индексами p• и p◦ соответственно. Их пересечение имеет представление:

L•∩ L◦ = SpanZ{p•p◦L, p•e◦, p◦e•}, (7)

где e∗ — произвольный элемент L∗ \ p∗L, индекс ∗ равен • или ◦.
Доказательство. Обозначим решётку в правой части формулы (7) как L•◦

и покажем, что она является подрешёткой в L• индекса p◦. В самом деле, из
(6) следует представление

L•◦ = SpanZ{p◦L•, p•e◦},

и остаётся проверить, что p•e◦ 6∈ p◦L•. Если бы это было не так, то p•e◦ ∈
∈ p•L∩ p◦L= p•p◦L и e◦ ∈ p◦L вопреки нашему выбору элемента e◦. Схожим
образом мы проверяем, что L•◦ является подрешёткой в L◦ индекса p•. Тем
самым L•◦ является подрешёткой пересечения L•∩ L◦. Индекс L•∩ L◦ в L — это
кратное обоих чисел p• и p◦, т. е. по крайней мере p•p◦. С другой стороны,
p•p◦= |L : L•◦|= |L : L•∩ L◦||L•∩ L◦ : L•◦|. Откуда и следует (7).

Объединяя следствия 1 и 2, мы получаем следующую лемму.
Лемма 2. Пусть L• и L◦ — две подрешётки в L простых индексов p• и

p◦ соответственно, а L•◦ := L• ∩ L◦ — их пересечение. Если L• 6= L◦ то тогда
|L• : L•◦|= p◦ и |L◦ : L•◦|= p•. В противном случае, если L•= L◦, то |L• : L•◦|=
= |L◦ : L•◦|=1.

Теперь мы можем перечислить все подрешётки в L заданного простого ин-
декса p. Фактормножество любой решётки (6) по её подрешётке pL состоит
из p элементов { je}, j=0, ‌, p−1, и естественно включено в фактормноже-
ство L/pL, состоящее из p2 элементов. Для различных подрешёток L•, факто-
ры L•/pL пересекаются только по нулевому элементу в L/pL. Следовательно,
в L существует ровно (p2−1)/(p−1)= p+1 подрешёток заданного простого
индекса p. Можно проверить, что они представлены, например, следующими
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матрицами перехода Q для любого фиксированного базиса в L:
�

1 j
0 p

�
, j = 0, p−1,

�
p 0
0 1

�
.

§ 4. Подрешётки составного индекса

Фиксируем произвольную решётку L ранга 2 и её подрешётки L∗, L∗ пол-
ного ранга.

Для подходящих базисов в решётках L и L∗ матрица перехода Q∗ диаго-
нальна (для доказательства используем каноническую форму Смита для це-
лочисленных матриц). Разлагая элементы Q∗ в произведение простых чисел,
мы получим представление этой матрицы как произведение целочисленных
матриц с простыми определителями. Тем самым мы получаем цепочку вло-
женных решёток L := L0⊃ L1⊃ L2⊃‌⊃ Lr =: L∗ с последовательными просты-
ми индексами p j := |L j−1 : L j |. Это же рассуждение, применённое ко второй
подрешётке L∗, даст ещё одну фильтрацию L := L0 ⊃ L1 ⊃ L2 ⊃‌⊃ Ls =: L∗

с простыми индексами pk := |Lk−1 : Lk |.
Рассмотрим подрешётки Lk

j := L j ∩ Lk , естественно заполняющие такую
прямоугольную таблицу:

Ls ← Ls
1 ← Ls

2 ← ‌ ← Ls
r = L∗∩ L∗ := L∗∗

↓ ↓ ↓ ↓
...

...
...

...
↓ ↓ ↓ ↓
L2 ← L2

1 ← ‌ ← ‌ ← L2
r

↓ ↓ ↓ ↓
L1 ← L1

1 ← L1
2 ← ‌ ← L1

r
↓ ↓ ↓ ↓
L ← L1 ← L2 ← ‌ ← Lr

(8)

где стрелки обозначают вложения. В самом деле,

Lk
j−1∩Lk−1

j := (L j−1∩Lk)∩(L j ∩Lk−1) = (L j ∩L j−1)∩(Lk∩Lk−1) = L j ∩Lk =: Lk
j .

Применяя лемму 2 последовательно к элементарным квадратам таблицы
(8), начиная с левого нижнего и двигаясь направо по строкам и вверх по
столбцам, мы получим следующее

Следствие 3. Соседние подрешётки в таблице 8 или совпадают, или име-
ют простой индекс: |Lk

j−1 : Lk
j |∈{1, p j }; |Lk−1

j : Lk
j |∈{1, pk}.

Теорема 1. Любое двойное разложение (5) является следствием соотноше-
ний того же типа для подрешёток L•, L◦ простого индекса.

Доказательство теоремы 1. Рассмотрим всевозможные пути из L∗∗ в L,
идущие по стрелкам таблицы (8). Каждый путь соответствует фильтрации на-
чальной решётки L, а следовательно, и разложению рациональной функции
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Рис. 1. Деформация путей по таблице

RL:L∗∗(x) на простые композиционные множители (возможно, являющиеся
тождественными элементами). Изменение пути, вызванное другим обходом
элементарного квадрата таблицы (см. рис. 1), приводит к замене двух сосед-
них членов разложения на основе соотношения двойного разложения (5)

RLk
j :Lk

j+1
◦RLk

j+1:Lk+1
j+1
= RLk

j :Lk+1
j
◦RLk+1

j :Lk+1
j+1

,

соответствующего подрешёткам простых индексов. Путь, идущий вдоль верх-
ней и левой сторон таблицы можно такими элементарными заменами пере-
вести в путь, идущий по правой и нижней стороне.
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