
1. Ìîæíî ëè ââåñòè íîðìó íà R2 òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ x ñ íîðìîé ||x|| ≤ 1 èìåëîáû �îðìó òðåóãîëüíèêà?2. Âñåãäà ëè çàìûêàíèå îòêðûòîãî øàðà ñîâïàäàåò ñ çàìêíóòûì øàðîì ñ òåì æå öåíòðîì è ðàäè-óñîì?3. Äàíà ìàòðèöà A ∈ Rm×n. Äîêàçàòü çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà
{y = Ax, x = [x1, . . . , xn]⊤, x1, . . . , xn ≥ 0}.4. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ Tn(x) = cos(n arccosx) ïðè −1 ≤ x ≤ 1 ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè

n ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì 2n−1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà pn(x) ñòåïåíè n ñòåì æå ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||Tn(x)||C[−1,1] ≤ ||pn(x)||C[−1,1].5. Äëÿ ìàòðèö A, B ∈ Rn×n êâàäðàò ñóììû äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A⊤B ðàâåí ïðîèç-âåäåíèþ ñóìì äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö A⊤A è B⊤B. Äîêàæèòå, ÷òî A è B îòëè÷àþòñÿëèøü ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì.6. Íàéäèòå âñå p ≥ 1, ïðè êîòîðûõ íîðìà �åëüäåðà || · ||p ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì ñêàëÿðíûìïðîèçâåäåíèåì.7. Ïóñòü Mp � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ n×n-ìàòðèö A òàêèõ, ÷òî ||Ax||p = ||x||p äëÿ ëþáîãî
x ∈ Cn. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ p 6= 2 ìíîæåñòâî Mp îäíî è òî æå è ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñò-âîì ìàòðèö âèäà DP , ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè |dii| = 1, à P � ìàòðèöàïåðåñòàíîâêè.8. Ìîæåò ëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû �ðàìà áûòü ÷èñëîì îòðèöàòåëüíûì?9. Ïóñòü ρ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ ïðè 0 ≤ x ≤ 1. Äîêàæèòå,÷òî n × n-ìàòðèöà A ñ ýëåìåíòàìè aij =

1
∫

0

xi+jρ(x)dx ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé.10. Ïóñòü L è M � ïîäïðîñòðàíñòâà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.�àâíîñèëüíû ëè ðàâåíñòâà L⊥ ∩ M = {0} è L ∩ M⊥ = {0}?11. Äîêàæèòå, ÷òî â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ ñèñòåìà èç n + 2 âåêòîðîâ ñîäåðæèòïàðó âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåîòðèöàòåëüíî.12. Ïóñòü Pn � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n ñî ñêà-ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =
1
∫

−1

f(t)g(t)dt. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ìíîãî÷ëåíà xn äîïîäïðîñòðàíñòâà Pn−1 íå ïðåâîñõîäèò √
2/2n.13. Â ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (f, g) îïðåäåëåíî ïðîèçâîëü-íûì îáðàçîì, íî òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(xf(x), g(x)) = (f(x), xg(x)),è ïóñòü ïðè ïðèìåíåíèè ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà ê ñèñòåìå ìíîãî÷ëåíîâ
1, x, x2, ..., xn ïîëó÷åíû ìíîãî÷ëåíû L0(x), L1(x), ..., Ln(x). Äîêàæèòå, ÷òî èìåþò ìåñòîòðåõ÷ëåííûå ñîîòíîøåíèÿ

Lk(x) = akxLk−1(x) + bkLk−1(x) + ckLk−2(x), 2 ≤ k ≤ n, ak, bk, ck ∈ R.14. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè aij = ±1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè | detA| = nn/2 (òàêèåìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Àäàìàðà) è n ≥ 3, òî n äåëèòñÿ íà 4.15. Ëèíåéíûé �óíêöîíàë f îïðåäåëåí íà ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ âèäà Ax, ãäå A ∈ R
m×n è x ∈ R

m.Äîêàæèòå, ÷òî f(Ax) = y⊤Ax äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Rm, íå çàâèñÿùåãî îò x.16. Ïóñòü φ � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë íà ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå V ∗ äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñò-ðàíñòâà V . Äîêàæèòå, ÷òî φ(f) = f(x0), ãäå x0 ∈ V � íåêîòîðûé �èêñèðîâàííûé âåêòîð, çàâè-ñÿùèé îò φ è íå çàâèñÿùèé îò f ∈ V ∗.17. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèîíàë f(p) = p′(0) (çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà p(t) ïðè t = 0) íàëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ p(t) ñ íîðìîé ||p|| = max
−1≤t≤1

|p(t)| íå áóäåò îãðàíè÷åííûì.1



18. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê âûïóêëîãî ìíîæåñòâà â íîðìèðîâàííîì ïðîñò-ðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.19. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà çàìûêàíèÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà S â êîíå÷íîìåðíîìíîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïðèíàäëåæèò S. Âåðíî ëè ýòî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà
S?20. Äàíî çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî M ⊂ Rn è x0 /∈ M . Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñ-êîñòü (x, h) = (x0, h) òàêàÿ, ÷òî (x, h) < (x0, h) ∀ x ∈ M .21. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè x è y îíîñîäåðæèò âñå òî÷êè âèäà αx + βy ïðè ïðîèçâîëüíûõ α, β ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ îïîðíàÿãèïåðïëîñêîñòü äëÿ âûïóêëîãî êîíóñà ïðîõîäèò ÷åðåç 0.22. Â ïðîñòðàíñòâå Rn ñ åñòåñòâåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (x, y) = y⊤x äàíî êîìïàêòíîåâûïóêëîå ìíîæåñòâî M è äëÿ íåãî ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî K âñåõ âåêòîðîâ y ∈ Rn òàêèõ, ÷òî
(x, y) ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ R

n. Äîêàæèòå, ÷òî K � çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ. Äîêàæèòå òàêæå,÷òî äëÿ ëþáîé åãî îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì h ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 0 ïðÿìàÿñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì h ñîäåðæèò òî÷êó èç M .23. Â R
n ñ åñòåñòâåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì êîìïàêòíûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà L èM òàêîâû,÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ M ñ êàêèì-òî y = y(x) ∈ L âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (x, y) ≥ 0. Äîêàæèòå,÷òî ìîæíî âûáðàòü y0 ∈ L, äëÿ êîòîðîãî (x, y0) ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ M .24. Äàíû êîìïàêòíûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà L ⊂ Rm, M ⊂ Rn è ìàòðèöà A ∈ Rm×n. Äîêàçàòü, ÷òî

max
x∈Rn

min
y∈Rm

y⊤Ax = min
y∈Rm

max
x∈Rn

y⊤Ax.25. Ïóñòü a1, . . . , am ∈ Rn. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðîñòðàíñòâ
a⊤
1 x ≤ c1, . . . , a⊤

mx ≤ cmïóñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðûõ α1, . . . , αm ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
α1a1 + . . . + αmam = 0, α1c1 + . . . + αmcm = −1.26. Ïóñòü A = [aij ] � ìàòðèöà ðàçìåðîâ m × n. Äîêàæèòå, ÷òî
||A||∞ = max

1≤i≤m

n
∑

j=1

|aij |, ||A||1 = max
1≤j≤n

m
∑

i=1

|aij |.27. Ìîæåò ëè íîðìà ïîäìàòðèöû áûòü áîëüøå íîðìû ìàòðèöû?28. Äàíà îáðàòèìàÿ ìàòðèöà A ∈ Cn×n, âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà X0 ∈ Cn×n è ñòðîèò-ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Xk+1 = 2Xk − XkAXk, k = 0, 1, . . . . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿíåêîòîðîé ìàòðè÷íîé íîðìû ||I − AX0|| < 1, òî Xk → A−1 ïðè k → ∞.29. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ||A||F ≤
√

rankA ||A||2.30. Äîêàæèòå, ÷òî max
A∈Cn×n, A 6=0

||A||2/||A||1 =
√

n.31. Ïóñòü A = [aij ] è D = [dij ] � êîìïëåêñíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, ïðè ýòîì D � äèàãîíàëüíàÿìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè dii = aii ïðè 1 ≤ i ≤ n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ||A||2 = ||D||2, òî íóëåâûõýëåìåíòîâ â ìàòðèöå A íå ìåíüøå, ÷åì 2n− 2.32. Ïóñòü L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ íèæíåé òðåóãîëüíîé ÷àñòüþ, âçÿòîé èç ìàòðèöû
A ∈ Cn×n. Äîêàæèòå, ÷òî

||L||2 ≤ log2 2n ||A||2.33. Îïåðàòîð A : Cn → Cn ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ îáðàòè-ìûì îïåðàòîðîì. Îáÿçàí ëè îí áûòü ëèíåéíûì?34. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A =





1. . .
1





n×n

.2



35. Ïóñòü A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà. Äîêàæèòå, ÷òî AB è BA èìåþòîäèíàêîâûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.36. Ïóñòü A � âåðõíÿÿ ïî÷òè òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ íåíóëåâûìè ïîääèàãîíàëüíûìèýëåìåíòàìè ai+1 i, 1 ≤ i ≤ n− 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A äèàãîíàëèçóåìà, òî îíà èìååò n ïîïàðíîðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.37. Ìàòðèöà A ïîðÿäêà n èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, . . . , λn. Íàéòè ñîáñò-âåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà X 7→ A3XA4, X ∈ Cn×n.38. Ìàòðèöà A = A∗ ïîðÿäêà n è åå îêàéìëåíèå [

A B
B∗ 0

] ñ ïîìîùüþ n × r-ìàòðèöû B ÿâëÿþòñÿîáðàòèìûìè ìàòðèöàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà
Z =

[

A 0
0 B∗A−1B

]−1 [

A B
B∗ 0

]èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 1 è (1±
√

5)/2 àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, n− r è r.39. Äîêàæèòå, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåë ρ(A) = lim
k→∞

||Ak||1/k, ãäå || · || �ïðîèçâîëüíàÿ �èêñèðîâàííàÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà.40. Äîêàæèòå, ÷òî ρ(A) = inf ||X−1AX ||p, ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îáðàòèìûììàòðèöàì X , à || · ||p � îïåðàòîðíàÿ íîðìà, ïîðîæäåííàÿ p-íîðìîé âåêòîðîâ.41. Äëÿ ýëåìåíòîâ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è B èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà 0 ≤ aij ≤ bij , 1 ≤ i, j ≤ n.Äîêàæèòå, ÷òî ρ(A) ≤ ρ(B).42. Âñå ýëåìåíòû êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íåîòðèöàòåëüíû, à ñóììû ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêåîäèíàêîâû è ðàâíû λ. Äîêàçàòü, ÷òî λ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåììàòðèöû A.43. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà 3 ñóùåñòâóåò óíèòàðíàÿ ìàòðèöà Qòàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà B = Q∗AQ ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé. (Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ òðåõäèàãî-íàëüíîé, åñëè bij = 0 ïðè |i − j| > 1.)44. Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è B âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî AB−BA = A1955. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà
A íèëüïîòåíòíàÿ.45. Ïóñòü âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n = n1+n2 èìååò âèä [

A11 A12

0 A22

] è ïðè ýòîì áëîêè
A11 ∈ Cn1×n1 è A22 ∈ Cn2×n2 íå èìåþò îáùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåòìàòðèöà X ∈ Cn1×n2 òàêàÿ, ÷òî

[

I X
0 I

] [

A11 A12

0 A22

] [

I X
0 I

]−1

=

[

A11 0
0 A22

]

.46. Äîêàæèòå, ÷òî kerAl = kerAl+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà imAl = imAl+1.47. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè kerA ∩ imA = {0}, òî kerA = kerA2.48. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äèàãîíàëèçóåìîñòè ìàòðèöû A íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî÷èñëà λ ÿäðî è îáðàç ìàòðèöû A − λI èìåëè â ïåðåñå÷åíèè ëèøü íóëåâîé âåêòîð.49. Âñåãäà ëè ìîæíî ïîñòðîèòü æîðäàíîâ áàçèñ, ñîäåðæàùèé ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå áàçèñû âñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ?50. Ïóñòü J � æîðäàíîâà êëåòêà ïîðÿäêà n ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Äîêàæèòå, ÷òîóðàâíåíèå X2 = J îòíîñèòåëüíî X ∈ Cn×n íå èìååò ðåøåíèé, åñëè n ≥ 2.51. Èçâåñòíî, ÷òî Ak+1 = A, k > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà A äèàãîíàëèçóåìà.52. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà ïîðÿäêà n > 1 èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòââ òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíàæîðäàíîâà êëåòêà. 3



53. Íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà èìååò áëî÷íî-òðåóãîëüíûé âèä
A =

[

A11 A12

0 A22

]ñ êâàäðàòíûìè áëîêàìè A11 è A22. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû A11 è A22 íîðìàëüíûå è, êðîìå òîãî,
A12 = 0.54. Óíèòàðíàÿ ìàòðèöà Q =

[

Q11 Q12

Q21 Q22

] ïîðÿäêà 2n ðàçáèòà íà áëîêè ïîðÿäêà n. Äîêàçàòü, ÷òî
| detQ12| = | detQ21|.55. Äàíî ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ Cn. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âñåõ ìàòðèö A òàêèõ, ÷òî imA = L è
A2 = A, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå 2-íîðìû äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé ýðìèòîâîé è ïðèòîì òîëüêîîäíîé ìàòðèöû A.56. Ýðìèòîâû ìàòðèöû A, B ∈ Cn òàêîâû, ÷òî A2 = A è B2 = B. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ||A−B||2 < 1,òî rankA = rankB.57. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà è HA = (A + A∗)/2 � åå ýðìèòîâà ÷àñòü. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿïðîèçâîëüíîé ýðìèòîâîé ìàòðèöû H òîãî æå ïîðÿäêà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ||A − HA||2 ≤
||A − H ||2.58. Ïóñòü A = H+iK � ýðìèòîâî ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A. Äîêàæèòå, ÷òî âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñò-âåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A çàêëþ÷åíû ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåííûìèçíà÷åíèÿìè ýðìèòîâîé ìàòðèöû H , à ìíèìûå ÷àñòè � ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûìñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ýðìèòîâîé ìàòðèöû K.59. Äàíû êâàäðàòíûå ìàòðèöû A è B îäíîãî ïîðÿäêà, ïðè ýòîì ìàòðèöà B íåâûðîæäåííàÿ. Äîêà-æèòå, ÷òî èç íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû B∗B−A∗A âûòåêàåò, ÷òî ñïåêòðàëüíûéðàäèóñ ìàòðèöû B−1A íå áîëüøå 1.60. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè H � ýðìèòîâà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, à U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöàòîãî æå ïîðÿäêà, òî ||H − I||2 ≤ ||H − U ||2 ≤ ||H + I||2.61. Ïóñòü çàäàíû âåùåñòâåííàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n è âåêòîð b ∈ Rn.Äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèîíàë f(x) = (Ax, x) + (b, x) ïðè x ∈ Rn îãðàíè÷åí ñíèçó è ñóùåñòâóåòåäèíñòâåííàÿ òî÷êà x0, â êîòîðîé f(x0) åñòü åãî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.62. Ìàòðèöû A è B îáå ýðìèòîâû, ïðè ýòîì A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñîáñò-âåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö AB è BA âåùåñòâåííûå.63. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåùåñò-âåííûõ ìàòðèö îòðàæåíèÿ.64. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè f(A) = | detA| íà ìíîæåñòâå âñåõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö
A ñ ýëåìåíòàìè |aij | ≤ 1.65. Ìàòðèöû A è B ïîðÿäêà n êîììóòèðóþò. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû
P è Q òàêèå, ÷òî PAQ =

[

Ik 0
0 N

] è PBQ =

[

X 0
0 Y

], ãäå áëîêè Ik, X è N, Y èìåþò ïîðÿäîê kè n − k, ñîîòâåòñòâåííî, è, êðîìå òîãî, ìàòðèöà Ik åäèíè÷íàÿ, à N íèëüïîòåíòíàÿ.66. Äàíà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ íîðìîé ||A||2 ≤ 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò êâàäðàòíûå ìàòðèöû
B, C, D òàêèå, ÷òî ìàòðèöà [

A B
C D

] ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé.67. Ïóñòü A = A⊤ ∈ Cn×n. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà A îáëàäàåò ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì A =
V ΣU∗ ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì U∗ = V ⊤.68. Íàéòè íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû

x1 + x2 + .. + xn = 1, x1 + x2 + ... + xn = 0.69. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà è A+ � åå ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà. Äîêàæèòå,÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
(AA+)∗ = AA+, (A+A)∗ = A+A, AA+A = A, A+AA+ = A+.Äîêàæèòå òàêæå, ÷òî A+ � åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.4



70. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû A = [aij ] ∈ Cn×n èìååò ìåñòîíåðàâåíñòâî
detA ≤ a11a22 . . . ann.71. Ìàòðèöà A =

[

A11 A12

A21 A22

] ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé, à åå ïîäìàòðèöà A11 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-ëåííîé. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû A ðàâíîñèëüíà ïîëîæèòåëüíîéîïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A22 − A21A
−1
11 A12.72. Ïóñòü σ1 ≥ ... ≥ σn � ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà n × n-ìàòðèöû

A =















1 2
1 2. . . . . .

1 2
1















.Äîêàæèòå, ÷òî 1 ≤ σn−1 ≤ ... ≤ σ1 ≤ 3 è, êðîìå òîãî, 0 < σn < 2−n+1.73. Ïóñòü A ∈ Cn×n è fk(A) = σ1(A) + . . . + σk(A). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 ≤ k ≤ n �óíêöèÿ
fk(A) ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé íîðìîé íà Cn×n.74. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå åå ýðìèòî-âîé ÷àñòè H = (A + A∗)/2 íå áîëüøå íàèìåíüøåãî ñèíãóëÿðíîãî ÷èñëà ìàòðèöû A.
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