
1ÇÀÄÀÍÈÅ 1.1. Äëÿ êàæäîãî n ïðèâåäèòå ïðèìåð ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà ïîðÿäêà n, äëÿ êîòîðîé ñïåêòðàëüíîå ÷èñëîîáóñëîâëåííîñòè ðàâíî 1.2. Ïóñòü W (x0, ..., xn) � ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà ñ óçëàìè xi ∈ [−1, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî
cond2 W (x0, ..., xn) ≥ 2n−1.3. Äàíà òàáëèöà çíà÷åíèé ïîëèíîìà 2-é ñòåïåíè:
x −2 −1 0 1 2

f(x) 7 3 1 0 3Èçâåñòíî, ÷òî âî âòîðîé ñòðîêå ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäíà îøèáêà. Íàéòè îøèáêó, èñïðàâèòü åå è âîññòàíî-âèòü èñõîäíûé ïîëèíîì.4. Íåêòî ñîñòàâëÿåò òàáëèöó çíà÷åíèé äëÿ �óíêöèè
f(x) =

2

π

x
∫

0

e−t2d tíà îòðåçêå [0, 1] ñ ïîñòîÿííûì øàãîì h. Ïðè êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèè òàáëè÷íûõ çíà÷åíèé îøèáêàíå äîëæíà ïðåâûøàòü 0.01. Êàêèì äîëæíî áûòü h?5. Ïîëèíîì f(x) = xn + a1 xn−1 + . . . + an èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè x1, . . . , xn. Äîêàæèòå, ÷òî
n

∑

j=1

xk
j

f ′(xj)
=

{

0, 0 ≤ k ≤ n − 2,
1, k = n − 1.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ∈ Ck, òî

f (x0; . . . ; xk) =

∫

ξ0, ..., ξk ≥ 0
ξ0 + ... + ξk = 1

f (k)(ξ0x0 + ... + ξkxk)dξ0...dξk

=

1
∫

0

t1
∫

0

...

tk−1
∫

0

f (k) (x0 + t1 (x1 − x0) + ... + tk (xk − xk−1) ) dtk ... dt1.7. Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü ïîëèíîìà, ðåøàþùåãî çàäà÷ó ýðìèòîâîé èíòåðïîëÿöèè.8. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà Ln(x) ïðèáëèæàåò �óíêöèþ f (x) ñ òî÷íîñòüþ ε > 0. Ñ êàêîéòî÷íîñòüþ L′
n(x) ïðèáëèæàåò f ′(x)?9. Ïî çíà÷åíèÿì �óíêöèè f(x) â ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ x1, . . . xn òðåáóåòñÿ íàéòè êîý��èöèåíòû èí-òåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì, äåëàþùèé ýòî çà O (log2 n) ïàðàëëåëüíûõ øàãîâ.10. Ïóñòü �èêñèðîâàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà α1, . . . αn. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèè âèäà eα1 x, ..., eαn xëèíåéíî íåçàâèñèìû íà ëþáîì èíòåðâàëå. Äîêàæèòå òàêæå, ÷òî íà ëþáîì èíòåðâàëå ìîæíî âûáðàòüïîïàðíî ðàçëè÷íûå óçëû x1, . . . xn, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè c1e

α1xj + ... + cneαnxj = f(xj),
1 ≤ j ≤ n, èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.



2 11. Ïóñòü çàäàíà àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f (x) =
∞
∑

k=0

ak xk è òðåáóåòñÿ íàéòè �óíêöèþ âèäà
φ (x) =

p0 + p1 x + · · · + pn−1 xn−1

q0 + q1 x + · · · + qn xn
,óäîâëåòâîðÿþùóþ îáîáùåííûì èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì:

φ(j) (0) = f (j) (0), j = 0, 1, . . . , 2n.Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöû Ak = [ak+i−j ]
k
ij=0 áûëè íåâû-ðîæäåííûìè ïðè k = n è k = n − 1.12. Íà îòðåçêå [−π, π] çàäàíû çíà÷åíèÿ íà ïðîñòîé ñåòêå ñ 2n + 1 óçëîì. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñò-âåííîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà

Qn(φ) = α0 +

n
∑

k=1

(αk cos k φ + βk cos k φ) ,èíòåðïîëèðóþùåãî ýòè çíà÷åíèÿ.13. Ïóñòü f(x) = |x| è Ln(x) � ïîëèíîìû Ëàãðàíæà, ïîñòðîåííûå ïî ÷åáûøåâñêèì ñåòêàì íà [−1, 1].Äîêàæèòå, ÷òî Ln(x) → f(x) ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [−1, 1].14. Ïóñòü C � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ñ íîðìîéïðîñòðàíñòâà C [−π, π] è Sn � ïðîåêòîð, ïåðåâîäÿùèé f ∈ C â n-é îòðåçîê åå ðÿäà Ôóðüå. Äîêàæèòå,÷òî
||Sn|| =

1

2 π

π
∫

−π

∣

∣

∣

∣

sin (n + 1
2 ) t

sin t
2

∣

∣

∣

∣

d t.15. Ïóñòü C � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ñ íîðìîéïðîñòðàíñòâà C [−π, π] è Sn � ïðîåêòîð, ïåðåâîäÿùèé f ∈ C â n-é îòðåçîê åå ðÿäà Ôóðüå. Äîêàæèòå,÷òî
||Sn|| ≤ c lnn,ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò n.16. Ïóñòü C � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ ÷åòíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ñ íîð-ìîé ïðîñòðàíñòâà C [−π, π] è Sn � ïðîåêòîð, ïåðåâîäÿùèé f ∈ C â n-é îòðåçîê åå ðÿäà Ôóðüå. Äîêàæèòå,÷òî
||Sn|| ≥ c lnn,ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò n.17. Ïóñòü íà îòðåçêå [−1, 1] âûáðàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè x0, ..., xn è Pn : C[−1, 1] → C[−1, 1] � ïðîåê-òîð, ïåðåâîäÿùèé íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ â åå èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå n. Äîêàæèòå,÷òî

||Pn|| = max
−1≤x≤1

∑

0≤i≤n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∏

0 ≤ j ≤ n
j 6= i

x − xj

xi − xj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.18. Ïóñòü Γρ � ýëëèïñ Áåðíøòåéíà äëÿ íåêîòîðîãî ρ > 1. Äîêàæèòå, ÷òî
dρ ≡ min

z∈Γρ, x∈[−1, 1]
|z − x| ≥ (ρ − 1)2

2ρ
, γρ ≡

∫

Γρ

|dz| ≤ 2ρ.



319. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìàòðèöû T âèäà
T =









2 (h1 + h2) h2

h2 2 (h2 + h3) h3

. . . . . . . . .
hn−1 2 (hn−1 + hn)







èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ||T−1||∞ ≤ 1
min

1≤k≤n−1
(hk+hk+1)

.20. Ïîñòðîéòå åñòåñòâåííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí, êîòîðûé â óçëàõ x = −2, −1, 0, 1, 2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
y = 0, 1

6 , 2
3 , 1

6 , 0.21. Ïóñòü çàäàíà ñåòêà a = x0 < ... < xn = b, è ïóñòü äëÿ �óíêöèè f ñ ïåðèîäîì b− a ñòðîèòñÿ èíòåðïîëÿöè-îííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí, óäîâëåòâîðÿþùèé äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íîñòè
S′ (x0) = S′ (x0), S′′ (xn) = S′′ (xn).Êàêîé âèä èìååò àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí uk = S′′(xk)? Äîêàæèòå, ÷òî îíà èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå.22. Ïóñòü íà ñåòêå a = x0 < ... < xn = b çàäàíû çíà÷åíèÿ f0, ... , fn−1, fn = f0, è ïóñòü S(x) � èíòåðïîëÿ-öèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè �óíêöèÿ

φ ∈ C2 [−∞, ∞] ñ ïåðèîäîì b − a èíòåðïîëèðóåò òå æå çíà÷åíèÿ, òî
∫ b

a

(φ′′ (x))2 d x ≥
∫ b

a

(S′′ (x))2 d x.23. Ïóñòü φ ∈ Cr [a, b] è φ (xk) = fk, 0 ≤ k ≤ n. Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìóì �óíêöèîíàëà E (φ) ≡
∫ b

a
(f (r)(x))2 d xäîñòèãàåòñÿ íà �óíêöèè φ, ÿâëÿþùåéñÿ ñïëàéíîì ñòåïåíè 2r − 1, èíòåðïîëèðóþùèì çíà÷åíèÿ fk è óäîâ-ëåòâîðÿþùèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì f (j)(x0) = f (j)(xn) = 0, r ≤ j ≤ 2r − 2.24. Åñòåñòâåííûé ñïëàéí S èíòåðïîëèðóåò çíà÷åíèÿ f ∈ C4 [a, b] íà ñåòêå ñ ìàêñèìàëüíûì øàãîì h. Äîêà-æèòå, ÷òî ||S(j) − f (j)||C [a, b] = O (h4−j), 0 ≤ j ≤ 3.25. Íà ñåòêå ñ óçëàìè x = −2, −1, 0, 1, 2 ïîñòðîèòü êóáè÷åñêèé ñïëàéí B(x) ∈ C2, ïîä÷èíåííûé óñëîâèÿì

B(r) (±2) = 0, r = 0, 1, 2. Áóäåò ëè òàêîé ñïëàéí åäèíñòâåííûì? Ìîæåò ëè òàêîé ñïëàéí áûòü íå÷åòíîé�óíêöèåé?26. Ôèêñèðîâàíà ñåòêà a = x0 < . . . < xn = b. Äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ, ìèíèìèçèðóþùàÿ íà C2 [a, b]�óíêöèîíàë
J (f) ≡

∫ b

a

(f ′′)2 d x +

n
∑

k=0

(f (xk) − yk)2,ãäå yk � çàäàííûå çíà÷åíèÿ, ñ íåîáõîäèìîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñïëàéíîì.27. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé ñïëàéí ñòåïåíè m íà ñåòêå 0 < 1 < ... < n ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèèñïëàéíîâ Bm(x − k) äëÿ öåëûõ −m ≤ k ≤ n − 1?28. �àññìàòðèâàþòñÿ ðàâíîìåðíûå ñåòêè xk = kh ñ øàãîì h = b/n è �óíêöèÿ f ∈ C2(R) àïïðîêñèìèðóåòñÿíà îòðåçêå [0, b] ñ ïîìîùüþ �óíêöèé Sh âèäà
Sh (x) =

n+1
∑

k=−1

αk B3 (h−1 x − (k − 2)).Ïóñòü αk = f (xk) ïðè −1 ≤ k ≤ n + 1. Äîêàæèòå, ÷òî ||f − Sh||C[0,b] = O(h2). ßâëÿåòñÿ ëè Sh èíòåðïî-ëÿöèîííûì ñïëàéíîì?29. Äîêàæèòå, ÷òî âûâîä ïðåäûäóùåé çàäà÷è îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè αk = f (xk) ëèøü ïðè 0 ≤ k ≤ n, à çíà÷åíèÿ
α−1 è αn+1 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî f (x0), f (x1) è ïî f (xn), f (xn−1) ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîéèíòåðïîëÿöèè.



4 30. Äîêàæèòå, ÷òî ∞
∫

−∞

Bk
m(x) = (m + 1)/(xk+m+1 − xk).31. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî 0 ≤ l ≤ m

xl =
1

Cl
m

∑

k

σl(xk+1, ..., xk+m)Bk
m(x),ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì öåëûì k òàêèì, ÷òî x ∈ suppBk

m;
σl(z1, ..., zm) =

∑

1≤i1<...<il≤m

zi1 ...zil� ýëåìåíòàðíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñòåïåíè l îò m ïåðåìåííûõ; Cl
m îáîçíà÷àåò ÷èñëî ñî÷åòàíèéèç m ïî l.32. Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü ïîëèíîìà íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ f ∈ C [a, b].33. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ C [a, b] äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìà íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëè-æåíèÿ.34. Ïóñòü �óíêöèÿ f ∈ C [−1, 1] ÷åòíàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿäëÿ íåå äîëæåí áûòü ÷åòíîé �óíêöèåé. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ íå÷åòíîé �óíêöèè îí äîëæåí áûòü íå÷åòíîé�óíêöèåé?35. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëèíîìû ×åáûøåâà � ýòî îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû íà îòðåçêå [−1, 1] ñ âåñîì w (x) =

1/
√

1 − x2.36. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîëüíûå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû ïðåäñòàâëÿþòñÿ �îðìóëîé
Ln(x) = γn det













h0 h1 ... hn−1 hn

h1 h2 ... hn hn+1

... ... ... ... ...
hn−1 hn ... h2n−2 h2n−1

1 x ... xn−1 xn













, hk = (xk, 1).37. Ïîëèíîìû, îðòîãîíàëüíûå íà îòðåçêå [−1, 1] ñ âåñîì w (x) = 1, íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà.Äîêàæèòå, äëÿ ïðè óñëîâèè íîðìèðîâêè Pn(1) = 1 ñïðàâåäëèâà �îðìóëà �îäðèãà
Pn(x) =

(−1)n

2nn!

dn

dxn
(1 − x2)n.38. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ñ íîðìèðîâêîé Pn(1) = 1

1
∫

−1

P 2
n(x)dx =

2

2n + 1
.39. Íàéäèòå êîý��èöèåíòû òðåõ÷ëåííûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà Pn(x), íîð-ìèðîâàííûõ óñëîâèåì Pn(1) = 1.40. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè Pn(1) = 1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(2n + 1)Pn(x) =
d

dx
(Pn+1(x) − Pn−1(x)), n = 1, 2, ... .41. Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè Pn(1) = 1 óäîâëåòâîðÿþò íåðà-âåíñòâó |Pn(x)| ≤ 1 ïðè −1 ≤ x ≤ 1.42. Ïîëèíîìû, îðòîãîíàëüíûå íà îòðåçêå [0, +∞) ñ âåñîì w (x) = e−x, íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè Ëàãåððà.Äîêàæèòå, ÷òî ïðè óñëîâèè íîðìèðîâêè Pn(0) = 1 èìååò ìåñòî �îðìóëà

Pn(x) = (−1)nex dn

dxn
(xne−x).



543. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì x äëÿ ïîëèíîìîâ Ëàãåððà ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè Pn(0) = 1 èìååòâèä
Pn(x) =

1

n!

(

xn − n2

1!
xn−1 +

n2(n − 1)2

2!
xn−2 − ... + (−1)nn!

)

.44. Íàéäèòå êîý��èöèåíòû òðåõ÷ëåííûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïîëèíîìîâ Ëàãåððà Pn(x), íîðìè-ðîâàííûõ óñëîâèåì Pn(0) = 1.45. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîðíåé âñåõ ïîëèíîìîâ Ëàãåððà íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü êàêîìó-ëèáî êîíå÷-íîìó îòðåçêó.46. Ôóíêöèè
Un(x) =

sin((n + 1) arccosx))√
1 − x2

, −1 < x < 1,íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà. Äîêàæèòå, ÷òî Un(x) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò x, îð-òîãîíàëüíûìè íà [−1, 1] ñ âåñîì w(x) =
√

1 − x2. Ïîëó÷èòå äëÿ íèõ òðåõ÷ëåííûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíî-øåíèÿ.47. Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàäðàòóðíûõ �îðìóë
Sn (f) =

n
∑

i=1

dni f (xni), xni ∈ [a, b].Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n
∑

i=1

|dni| → ∞ ïðè n → ∞, òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ C [a, b], äëÿ êîòîðîé Sn (f) íåñõîäèòñÿ ê èíòåãðàëó îò f ïî [a, b].48. Ïóñòü �îðìóëà Íüþòîíà�Êîòåñà ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì óçëîâ n èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëàïî îòðåçêó [a, b] îò �óíêöèè f ∈ Cn+1 [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåïðåâîñõîäèò c ||fn+1||C [a, b] h
n+2, ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò f èëè h = b − a.49. Äîêàæèòå, ÷òî âåñà â êâàäðàòóðíîé �îðìóëå �àóññà ïîëîæèòåëüíû.50. Ïóñòü �îðìóëà �àóññà ñ n óçëàìè ïðèìåíÿåòñÿ ê f ∈ C2n [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïî àáñîëþòíîéâåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò c ||f2n||C [a, b] h

2n+1, ãäå c > 0 íå çàâèñèò îò f è h = b − a.51. Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü äëÿ ñîñòàâíîé êâàäðàòóðíîé �îðìóëû, èñïîëüçóþùåé íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîìîòðåçêå äëèíû h �îðìóëó Ñèìïñîíà.52. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn ñîñòàâíûõ �îðìóë òðàïåöèé ñ øàãîì
h = (b − a)/n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ∈ C4 [a, b], òî

∫ b

a

f (x) d x = Sn (f) − 1
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(f ′′ (b) − f ′′ (a))h2 + O (h4).


