
1ÇÀÄÀÍÈÅ 2.1. Äîêàæèòå, ÷òî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ çàìêíóòûõ øàðîâ, ðàäèóñûêîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.2. Ïóñòü F ∈ C1 [z − δ, z + δ], ãäå z � åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ F . Ìîæåò ëè ìåòîä ïðîñòîéèòåðàöèè ñõîäèòüñÿ ê z, åñëè |F ′ (z)| = 1? Ìîæåò ëè îí ðàñõîäèòüñÿ â ýòîì ñëó÷àå?3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F : Rn → Rn èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó z = F (z) è íåïðåðûâíîäè��åðåíöèðóåìî â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ åãî ÿêîáèàíàâ òî÷êå z ïî ìîäóëþ áîëüøå 1, òî ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ðàñõîäèòñÿ.4. Îòîáðàæåíèå F : R
n → R

n èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó z = F (z) è íåïðåðûâíî äè��åðåí-öèðóåìî â íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ÿêîáèàíà F ′ (z)ïî ìîäóëþ áîëüøå 1. Ìîæåò ëè ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñõîäèòüñÿ äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé x0,äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê z?5. Âûÿñíèòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ äëÿ ñëåäóþùèõóðàâíåíèé:
(1) x = e2x − 1; (2) x + lnx =

1

2
; (3) x = tg x.6. Â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M ñ ðàññòîÿíèåì ρ(x, y) çàäàíî îòîáðàæåíèå f : M → M ñ íåïî-äâèæíîé òî÷êîé z è ñâîéñòâîì

ρ(f(x), f(y)) ≤ ρ(x, y)/(1 + ρ(x, y)) ∀x, y ∈ M.Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûå èòåðàöèè xk+1 = f(xk) ñõîäÿòñÿ ê z.7. Ïðîâåðüòå, ÷òî z = [1, 1, 1]⊤ � îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f (x) = 0, ãäå f : R
3 → R

3 èìååò âèä
f (x) =
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 .Áóäåò ëè ìåòîä Íüþòîíà ñõîäèòüñÿ ê z ïðè äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê z íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ?8. Ñîãëàñíî ïðåäàíèþ, ìåòîä Íüþòîíà âïåðâûå áûë îïðîáîâàí íà óðàâíåíèè
f (x) ≡ x5 − 2x − 5 = 0.Âîçüìèòå x0 = 2 è ïðîâåäèòå äâå èòåðàöèè ïî ìåòîäó Íüþòîíà. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñò-âåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü z è ÷òî |z − x2| ≤ 10−4.9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè f , äëÿ êîòîðîé óðàâíåíèå f (x) = 0 èìååòêîðåíü z òàêîé, ÷òî ìåòîä Íüþòîíà íå ñõîäèòñÿ ê z äëÿ âñåõ x0 6= z.10. Ïðè 1 ≤ a ≤ 4 ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå x2 = a. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x0 áåðåòñÿ çíà÷åíèå p1 (a),ãäå p1 (t) � ïîëèíîì ñòåïåíè 1 íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê �óíêöèè √

t íà îòðåçêå [1, 4], àçàòåì ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà. Íàéäèòå âèä ïîëèíîìà p1 (t) è äîêàæèòå, ÷òî |x4 −
√

a| ≤ 1
2 10−25.11. Ôóíêöèÿ f ∈ Cp+1 èìååò èçîëèðîâàííûé íóëü z êðàòíîñòè p. �àññìîòðèòå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xk+1 = xk − p
f (xk)

f ′ (xk)è äîêàæèòå, ÷òî åñëè îí ñõîäèòñÿ ê z, òî ñõîäèìîñòü êâàäðàòè÷íàÿ è äëÿ ïîãðåøíîñòåé ek ≡ z − xkñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå
lim

k → ∞

ek+1

e2
k

=
f (p+1) (z)

p (p + 1) f (p) (z)
.



2 12. Ìàòðèöà A ∈ Rn×n íåâûðîæäåííàÿ, à îáðàòíàÿ äëÿ íåå ìàòðèöà èùåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿA−X−1 =
0. Äîêàæèòå, ÷òî èòåðàöèè ìåòîäà Íüþòîíà â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä

Xk+1 = 2Xk − XkAXk.Äîêàæèòå, ÷òî Xk → A−1 êâàäðàòè÷íî äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé ìàòðèöû X0 òàêîé, ÷òî ρ(I − AX0) < 1(ρ(·) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ).13. Ïîêàæèòå, ÷òî ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà â îáùåì ñëó÷àå íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ áûñòðåå, ÷åì ñî ñêîðîñòüþãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.14. Ïóñòü f ∈ C2(Rn) è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû m è M òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn

m ||y||2 ≤ (f ′′(x) y, y) ≤ M ||y||2. (1)Äîêàæèòå, ÷òî ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ìèíèìóìà ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-ãðåññèè äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.Âåðíî ëè, ÷òî
εk+1 ≤

(

M − m

M + m

)2

εk ?15. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé ñîäåðæèò ëèøü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëå-íèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà f(x) â òî÷êå x íàõîäèòñÿ ïðîñòûì âû÷èñëåíèåì ñëîæíîñ-òè m, òî f(x) è gradf(x) â òî÷êå x ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòèíå âûøå 5 m.16. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé ñîäåðæèò ëèøü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ. Äîêà-æèòå, ÷òî åñëè çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà f (x) â òî÷êå x íàõîäèòñÿ ïðîñòûì âû÷èñëåíèåì ñëîæíîñòè m, òî
f(x) è gradf(x) â òî÷êå x ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîñòè íå âûøå
3 m.17. Ëèíåéíîå âû÷èñëåíèå ñëîæíîñòè m íàõîäèò êîìïîíåíòû âåêòîðà y = Ax, A ∈ Rk×n. Âåðíî ëè,÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà z = AT y ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî âû÷èñëåíèÿñëîæíîñòè m ?18. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A è B = A − uu⊤ + vv⊤ � âåùåñòâåííûå ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå
n× n-ìàòðèöû è u, v ∈ Rn. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî äëÿ B ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàçëîæåíèÿÕîëåöêîãî äëÿ A ñ ïîìîùüþ O(n2) îïåðàöèé.19. ÏóñòüAz = b è f (x) = 1

2 (Ax, x)−re(b, x), A = A∗ ∈ Cn×n, b ∈ Cn. Äîêàæèòå, ÷òî f (x)−f (z) = 1
2 (A (x−

z), x − z).20. Ïóñòü A = A∗ ∈ Cn×n è b ∈ Cn. Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü �óíêöèîíàëà f(x) = 1
2 (Ax, x) − re(b, x)ñíèçó ðàâíîñèëüíà íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A.21. Êàêèå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî îðòîãîíàëüíûìè è A-îðòîãîíàëüíûìè?22. Äîêàæèòå, ÷òî â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ i-ÿ íåâÿçêà A-îðòîãîíàëüíà ëþáîé j-é íåâÿçêå, åñëè

|j − i| > 1.23. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ïîñëå ðåñòàðòà â ìåòîäå ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê îáû÷íî íàáëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå íåâÿç-êè.24. Âîçìîæíî ëè âîçðàñòàíèå íåâÿçêè â ìåòîäå êâàçèìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê?25. Ïóñòü ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ax = b è èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêî-òîðîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ζ ñ ìîäóëåì |ζ| = 1 ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ýëëèïòè÷åñêîé. Äîêàæèòå, ÷òîâ ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
||ri||2 ≤

√

1 − τ2

||A||22
||ri−1||2.



326. Ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò ñåêòîðó reλ(A) ≥ τ > 0, |λ(A)| ≤ ρ. Äîêàæèòå,÷òî îöåíêà
||ri||2 ≤

√

1 − τ2

||A||22
||ri−1||2èìååò ìåñòî, åñëè ìàòðèöà A íîðìàëüíàÿ, è ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ïðèâåäèòå ïðè-ìåð).27. Ïðè íåêîòîðîì τ > 0 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |re(Ax, x)| ≥ τ(x, x) è ñóùåñòâóåòâåêòîð x0 òàêîé, ÷òî re(Ax0, x0) ≥ τ(x0, x0). Äîêàæèòå, ÷òî re(Ax, x) ≥ τ(x, x) äëÿ âñåõ x.28. Ïóñòü x � òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ñ íåâûðîæäåííîé ýðìèòîâîé ìàòðèöåé A, à x0, x1, ... �ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè xi−1 6= x, òî

||xi − x||2 < ||xi−1 − x||2.29. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëîâàÿ îáëàñòü íîðìàëüíîé ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà ååñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. (Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ñîäåðæàùåå åãî âû-ïóêëîå ìíîæåñòâî.)30. Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò îáëàñòè Ω, ãðàíèöà êîòîðîé Γ åñòüýëëèïñ ñ öåíòðîì â òî÷êå c, áîëüøåé ïîëóîñüþ a è ðàññòîÿíèåì ìåæäó �îêóñàìè 2d, ïðè÷åì 0 /∈ Ω ∪ Γ .Òîãäà äëÿ ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé A ñïðàâåäëèâû îöåíêè
||ri||2 ≤

∣

∣

∣

∣

Ti(a/d)

Ti(c/d)

∣

∣

∣

∣

||r0||2,ãäå Ti � ïîëèíîì ×åáûøåâà ñòåïåíè i. Äîêàæèòå.31. Ïóñòü 0 < m ≤ a ≤ b ≤ M è èçâåñòíî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-ëåííîé ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [a, b], çà èñêëþ÷åíèåì k ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà îòðåçêå [m, a]è l ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé íà îòðåçêå [b, M ]. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ A-íîðì îøèáîê â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõãðàäèåíòîâ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
||ei||A ≤ 2

(

M

m

)k
(

1 −
√

a
b

1 +
√

a
b

)i−k−l

||e0||A.32. Ïóñòü A � ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ.Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû D

cond2 (A) ≤ n cond2 (DAD).


